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ERANCISCUS JOHANNES VAN DEN BERG. 



W^ kunnen de tweede reeks van het door hem zoo geliefd 
T^dschrift niet beter inleiden dan door de herdenking van de 
onvermoeide werkzaamheid van van dbn Bbbg, waarvan de 
eerste reeks zoo talrgke bewgzen mag leveren. Maar ook z^n w^ 
in staat deze nieuwe reeks te beginnen met een paar opstellen 
van zgne hand, als het ware zgne wetenschappelgke nalaten- 
schap f die nog in onze handen berustten. Waarlijk, zoo ooit 
van iemand, het mag van van den Bëbg gezegd worden: Een 
onvermoeide arbeid komt alles te boven. In het begin van zgn 
loopbaan in een praktischen werkkring geplaatst, die hem niet 
bevredigde, — aan het einde daarvan door ongesteldheid ge- 
noodzaakt, van zgne lieveliugsbetrekking afstand te doen, — 
altgd en altijd doot heeft h^ zich met onvermoeiden gver 
aan wiskundige werkzaamheid gewgd. 



Feanciscus Johannes van den Bbeg werd den 19^en Juli 
1833 geboren; zijne ouders waren Pbteus Feanciscus van 
DEN Bbeo, eert^ds handelaar in granen, later Agent van de 
Nederlandsche Handelmaatschappij , en Emilia Maeia Tubbe- 
siA VAN Keeckhoff; er waren verscheidene zoons, die tot 
nuttige leden der maatschappg opgroeiden en zeer gewichtige 
betrekkingen bekleedden; in het echt hoUandsch huisgezin 
heerschte een vertrouwelgke, hoogst vriendschappelgke toon 
tusschen ouders en kinderen. 

Van dbn Bbeg genoot lager onderwas op de school van den 
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heer Sohlutmeb, en werd in 1848 toegelaten als leerling van 
de toenmalige afdeeling B aan het Erasmiaansche Gymnasium, 
toenmaals onder het Rektoraat ran den als paedagoog be- 
roemden ScHNBiTHBR. Bovendien ontving hg op raad van zijn 
oom Prof. Dr. P. J. van Kbeckhoff privaat onderwgs in wis- 
kunde van Dr. M. 0. Mbnsing. 

Nadat hg hier den vierjarigen cursus had afgeloopen, ging 
hg vervolgens naar de Eoninklgke Akademie tot opleiding 
van Ingenieurs te Delft, en werd bg Eon. Besluit van 21 
Mei 1853 benoemd tot Aspirant-Ingenieur van Waterstaat, 
met bepaling dat hg met ingang van 1 Juli 1853 te *s 6ra- 
venhage zoude dienst doen onder den Ingenieur van dbb Eun. 

Bg Eon. Besluit van 30 December 1857 werd hg benoemd 
tot Ingenieur 2^ klasse, met aanwgzing van Zutphen als 
standplaats onder den Ingenieur Obtt. Hier wgdde hg zich 
geheel aan zgne praktische werkzaamheden en leefde zeer 
stil, zonder veel verkeering met anderen; maar hg was met 
zgne betrekking geenszins ingenomen. Evenwel verminderde 
zijn lust tot meer theoretische studiën niet. 7an dbk Bbbg 
beantwoordde in 1859 zes prgsvragen, uitgeschreven door het 
Genootschap. »Een onvermoeide Arbeid, enz.*' over onder- 
werpen uit analytische Meetkunde en Hydrodynamica. 

Hij bleef echter zoo sterk onder den indruk van werk- 
zaamheden, niet overeenstemmende met zgne neigingen, dat 
hg ongesteld werd, en daarna in 1860 naar Leeuwarden 
werd verplaatst. Het was hem later een ware verrassing, 
toen hg, zonder daartoe aanzoek te hebben gedaan en zonder 
daaromtrent ook gepolst te zgn, bg Eon. Besluit van 29 
Juni 1864 zijne benoeming ontving als Hoogleeraar in zuivere 
en toegepaste wiskunde aan de toen opgerichte Polytech- 
nische School te Delft, en dientengevolge bg Eon. Besluit 
van 3 Juli 1864 tegelgk zgn eervol ontslag als Ingenieur 
ontving. Hoezeer in den beginne wel wat ontstemd over het 
arbitraire van dezen maatregel, verzoende hg zich toch spoe- 
dig daarmede, en begreep hg, welk een vooruitzicht zich 
voor hem opende. 

In deze betrekking, zoo geheel naar zgn wensch, bleef 
hg steeds werkzaam, eerst onder Dr. L. Cohbn Stuaet, 



later onder Dr. J. Bosscha, als Directeuren der Polytechnische 
School; tot den zomer van 1883, toen hg begon te Igden 
aan de kwaal, die hem dwong tot het vragen ^an ontslag, 
hetgeen hem bg Eon. Besluit van 24 Juni 1884, met in- 
gang van 5 September verleend werd. 

Van 1864—1876 was hg tevens onbezoldigd Bibliothecaris 
der Polytechnische School. 

Ter gelegenheid van het Eeuwfeest der Rgks-Universiteit 
te Utrecht in 1866 werd hij tot Doctor honoris causa in de 
wis- en natuurkunde benoemd. In September 1853 werd hij 
lid van het Eon. Inst. v. Ingenieurs en van 1865—68, 
1874—77 en 1880—83 lid yan den Raad van Bestuur. Ook 
was hij lid van de Eon. Akad. v. Wet. (1875), van de Hol- 
landsche Maatschappg der Wetenschappen, van het Bataafech 
Genootschap van proefondervindelijke wijsbegeerte. 

Sedert bleef hg zich als ambteloos burger aan zgn ge- 
liefkoosde studiën wgden, nam een werkzaam aandeel aan 
de bemoeiingen der Huygens-Gom missie, die in 1883 begon 
met de uitgave van de »Correspondance de Chb. Hutgbns", 
en verbleef *s zomers meestal te Oeynhausen en 's winters te 
Hilversum in het Pension Trompenberg: geduldig en gelaten 
droeg hg zgn lichamelgk Igden tot hg te Hilversum den 
aOsten Maart 1892 overleed. 

De leden van het Genootschap weten, hoeveel hart hg daar- 
voor had, en jaren lang in het Bestuur zitting had en tot de 
wetenschappelgke Commissie behoorde; hoe op zgn aandrang, 
en met zgn hulp , ook in het geldelgke ,* het Register tot 
stand kwam: en hoe hg, na zgn dood nog zgne belangstel- 
ling toonde door de, vooral bg ons nederig Genootschap, 
geheel ongewoone gift van 20.000 gulden. 

Aan anderen overlatende in het algemeen zgn wetenschap- 
pelijken arbeid te herdenken, zij het hier mijne taak: iets te 
herinneren van hetgeen hg in de werken van het Genoot- 
schap nederlegde. 

Vooreerst de bekroonde prgs-oplossingen, vroeger vermeld; 
zg betreffen: A. de verdeeling van den inhoud eens cylin- 
ders; B. de aardoppervlakte, begrepen tusschen een meridiaan 
en twee verschillende loxodromische Ignen; C. de kegelvor- 



mige wig van Wallis; D. een vierhoek, die aan bepaalde 
voorwaarden moet voldoen ; E. het door eene plaat uitstroomend 
water; F. eene meetkundige plaats, die met de ellips te 
samenhangt: 

Vervolgens komen zgne verhandelingen in het Nieuw Ar- 
chief voor Wiskunde, en wel vooreerst over rekenkunde en 
getallenleer. In Deel V over een produkt van zes cyfers, 
waarvan de drie factoren elk uit twee cgfers bestaan, zóó dat 
elk der cgfers ook in het produkt voorkomt; in Deel X over 
het voorstellen van reine breuken door andere, waarvan in 
teller en noemer te zamen alle cgfers voorkomen; en in Deel 
XIX iets voor de oudste reken tafels der wereld. Wat kans- 
rekening betreft, behandelde hg in Deel IX het geval, of eene 
rechte, die een cirkel sngdt, nog een anderen cirkel zal sngden ; 
in Deel XVIII, of bg een willekeurige verdeeling eener rechte 
Ign, de segmenten tusschen twee gegeven grenzen liggen, of 
ook wel daaruit gesloten veelhoeken kunnen gevormd worden. 

In Deel IX, XI en XV behandelde van den Bbeg het 
meetkundig verband, dat er bestaat tusschen de wortelpunten 
eener stelkundige vergelijking en haar afgeleide, waarbg hg 
in een Naschrift tot eene algemeen geldende stelling werd 
gevoerd. 

Wat de geometria situs aangaat, behandelde hg in Deel XII 
het vraagstuk van de jumping frog, een der uit Amerika 
overgekomen puzzles ; en in Deel XVI evene toovervierkanten. 

De benaderings-constructien voor cirkelbogen hield hem 
twee maal bezig, eens die van Macqüoen Rankinb (Dl IV), 
dan die van Chb. Nehls (Deel X). 

In Deel XVI spreekt van den Berg over den driehoek, waar- 
van de drie hoekdeellgnen gegeven zgn, en in Deel XVII over 
het overeenkomstige geval, dat de deellgnen der drie supple- 
mentaire hoeken gegeven zgn. 

In Deel X maakt hg opmerkzaam op eene afleiding van 
Prof. Dr. G. J. Veedam van hoofdformulen der bolvormige 
driehoeksmeting ; en in Deel XIV behandelde hg een vraagstuk 
over het twee aan twee gelgk zgn van de opstaande zgden van 
drie bolvormige driehoeken. 

Over twee symmetrische groepen van drie cirkels en over twee 



dergeligke groepen van drie rechten , met betrekking tot een 
gegeven driehoek schreef van dbn Berg in Deel VII ; en over 
stelsels van twee cirkels in het platte vlak, of op den bol, of ook 
van coaxiale ellipsen in het platte vlak, zoo dat daarin en 
daarom een zelfde driehoek past, schreef hg in Deel XIY, en 
kwam nog in Deel XVI op dit onderwerp terug. 

In Deel IX handelt hg over de onderlinge afwijking van 
den groot-cirkelboog en de loxodromische krommen tusschen 
twee nabijgelegen plaatsen op de bolvormige aarde; en in -Deel 
XIX over zelf-wederkeerige poolkrommen. 

Over een massiven driehoek rustende in een drievlakkigen 
hoek, en over de vergelgking der door drie gegeven richtlenen 
bepaalde hyperboloïde, in verband met het evenwicht van vier 
krachten in de ruimte, schreef hg in Deel VI. 

In Deel XIX behandelde hg nog een vraagstuk over drie- 
hoeks-netten , van belang voor de geodesie. 

Voegt men nog hierbg de twee volgende opstellen: 

Over coördinaten-stelsels voor cirkels in het platte vlak en 
voor bollen in de ruimte, en eene waardeerende beschouwing 
over een leerboek van C. L. Landeb; 

dan kan men uit deze slechts korte schets opmaken, hoe 
veelzgdig en tevens hoe diep ingrgpend zgne mathematische 
studiën waren. Lang zal voorzeker nog F. J. van den Bbeg 
bg ons Genootschap in dankbare en waardeerende herinnering 
blgven. Moge slechts dit Genootschap zgne voetstappen blgven 
drukken en den nederigen, minzamen, belangstellenden werker 
tot voorbeeld nemen. 



LIJST DER GESCHEIFTEN 



YAN DEN HEES 



P. J. VAN DEN BERG- 



De afaeming der. duinen en van het strand langs de kusten 
der Noordzee in Nederland. (Verh. Kon. Inst. van Ing., 
1855—56. blz. 138—149. 

De inhouden te berekenen van de beide deelen, waarin een 
gewone cirkelvormige cylinder verdeeld wordt door een 
plat vlak, dat het bovenvlak volgens eene middellyn, en 
het grondvlak volgens eene gegevene koorde sngdt. (Ar- 
chief II, 1866. blz. 1-9). 

Het gedeelte der aardoppervlakte te berekenen , dat begrepen 
is tnsschen een meridiaan en twee verschillende loxodro- 
mische krommen. (Archief II, 1866. blz. 10—22). 

Door een gegeven punt van het oppervlak der kegelvormige 
wig van Wallis wordt een rakend plat vlak gebracht. 
Men vraagt, of dat rakende vlak het gebogen vlak al of 
niet snigdt; en zoo ja, deze doorsnede en hare voornaamste 
eigenschappen te vinden. (Archief II, 1866. blz. 23 — 86). 

Ten einde daarvan eene toepassing op de theorie der ge- 
welven te maken, begeert men eenen vierhoek te vinden, 
die aan de volgende voorwaarden, voldoet: 1*^. twee over 
elkander staande zgden, (t. w. de zgden zelven, en niet 
hare verlengden) moeten eene gegevene kettingl^p , in 
twee gegevene punten van die kromme, rechthoekig sng- 
den ; 2°. de Ign , die de zwaartepunten van den vierhoek 



en van den daarbinnen vallenden boog der kettinglijn 
vereenigt, moet evenw^dig met de as der kettinglgn 
loopen , en 3^. de vierhoek moet een gegeven inhoud heb- 
ben. (Archief II, 1866. blz. 129—151). 

In eene verticaal staande dunne plaat is eene opening, de 
gedaante hebbende van een cirkel-segment, welks koorde 
horizontaal loopt. Die plaat keert een watermassa , waar- 
van de standvastige waterspiegel te weinig boven de ope- 
ning verheven is, om de drukhoogte boven het zwaarte- 
punt der opening als eene gemiddelde in rekening te mogen 
brengen. Men vraagt de hoeveelheid water te vinden, die 
in een bepaalden tgd door deze opening uitvloeit? De op- 
lossing van deze vraag verlangt men op een voorbeeld in 
getallen toegepast te zien. (Archief II, 1866, blz. 152 — 188). 

De vergelgking en de voornaamste eigenschappen te vinden 
der kromme Ign, die de meetkunstige plaats is van de 
snigpunten der loodlgnen , door de uiteinden van de elkan- 
der toegevoegde middellonen eener ellips, loodrecht op 
die middellonen getrokken. (Archief II, 1866. blz. 189 — 216). 

Over de berekening van liggers, doorgaande over meer dan 
twee steunpunten, met flauw gebogen lengteas, veran- 
derlgke dwarsdoorsnede en willekeurige belasting. (Verh. 
van het Kon. Inst. v. Ing., 1872—73. blz. 275—283). 

Over het draagvermogen van een aan beide einden bevestigd 
prisma. (Verh. Kon. Inst. v.Ing.,1874— 75.blz.219— 236). 

Over de onderlinge afwgkingen van de geodetische Ign en 
van de wederz^dsche vlakke normale doorsneden tus- 
schen twee nabg gelegene punten van een gebogen opper- 
vlak. ( Yersl. en meded. Kon. Akad. Amsterdam , Deel X , 
2e Reeks, 1875. blz! 1—45, 1 pi.). 

Over de grondformules voor de doorbuiging van een veer- 
krachtig staafvormig lichaam. (Verh. Kon. Inst. v. Ing., 
1875-76. blz. 97—111, 1 pi). 

Over de benaderde rectificatie van een cirkelboog. (N. Arch. 
V. Wisk. IV, 1878. blz. 200—204). 

Bgdrage tot de oplossing van een vraagstuk uit de getallen- 
leer. (N. Arch. V. Wisk. V, 1879. blz. 47—57). 
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Ontwikkeling van eenige algebraïsche en yan daarmede ge- 
lijkvormige goniometrische identiteiten. (Versl. en meded. 
Kon. Akad. Amsterdam, Deel XIV, 2e Reeks, 1879. blz. 
340—359). 

Oplossing van de 3e prgsvraag voor het jaar 1878. Over een 
massieven driehoek rustende op een drievlakkigen hoek. 
(N. Arch. V. Wisk. VI, 1880. bk. 67-97). 

Over de vergelgking der door drie gegeven richtlenen be- 
paalde hyperboloïde in verband met het evenwicht van 
vier krachten in de ruimte. (N. Arch. v. Wisk. VI, 1880. 
blz. 183-195). 

Over periodieke terugloopende betrekkingen tusschen de coëffi- 
ciënten in de ontwikkeling van functiën, meer in hetbg- 
zonder tusschen de BERNouLu'aansche en ook tusschen 
eenige daarmede verwante coëfficiënten. (Versl. en meded. 
Kon. Akad. Amsterdam, Deel XVI, 2e Reeks, 1880. blz. 
74—176). 

Over twee met betrekking tot een driehoek symmetrische 
groepen van drie cirkels, en voor twee dergelijke groepen 
van drie rechte Ignen. (N. Arch. v. Wisk. VII, 1881. 
blz. 78-90). 

Over het verband tusschen de wortels eener vergelgking en 
die van hare afgeleiden. Naschrift. (N. Arch. v. Wisk. 
IX, 1882. blz. 1—14, 60). 

Over de onderlinge afw^king van den groote — cirkelboog 
en de loxodronische krommen tusschen twee nabygelegen 
plaatsen op de bolvormige aarde. (N. Arch, v. Wisk. IX, 
1882. bl. 15—31). 

Over een meetkundig vraagstuk van kansberekening. (N. Arch. 
V. Wisk. IX, 1882. blz. 32—59.) 

Het leven en de werken van de 6en.-Majoor Dr. J. P. Del- 
PEAT. (Notulen Kon. Inst. van Ing. 1882—1883. Bgl. 23. 
blz. 10—56). 

Over de benaderde rectificatie van een cirkelboog. (N. Arch. 
V. Wisk. X, 1884. blz. 186—192). 
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Over eene onjuiste beschouwing in G. J. Verdam's Handboek 
der spherische trigonometrie. (N. Arch. v. Wisk. X, 1884. 
blz. 193-198). . 

Over een rekenkundig vraagstuk. (N. Arch. v. Wisk. X, 
1884. blz. 198—202). 

Over het meetkundig verband tusschen de wortelpunten eener 
vergelgking en die van haar afgeleide. (N. Arch. v. Wisk. 
XI, 1884. blz. 153-187). 

Over zeker spel. (N. Arch. v. Wisk. XII, 1886. blz. 38— 59). 

Over de graphische oplossing van een stelsel lineaire ver- 
gelgkingen. (Versl. en meded. Kon. Akad. Amsterdam, 
Deel IV, 3e Reeks, 1887. blz. 196—252). 

Over een vraagstuk van bolvormige driehoeksmeting. (N. 
Arch. V. Wisk. XIV, 1888. bl. 78—94). 

Over zoodanige stelsels van twee cirkels in het platte vlak 
of pp den bol, of ook van twee coaxiale ellipsen in Tiet 
platte vlak, dat daarin en daarom een zelfde veelhoek 
past. (N. Arch. v. Wisk. XIV, 1888. blz. 95—116 
125—192). 

De constructie-figuur voor de oplossing van een stelsel li- 
neaire vergelijkingen beschouwd als configuratie. (Versl. en 
meded. Kon. Akad. Amsterdam, Deel V, 3e Beeks, 1888. 
blz. 267—288). 

Benige formules voor de berekening van de BEENOüLLi'aan- 
sche en van de tangenten-coëfficiënten. (Versl. en meded. 
Kon. Akad. Amsterdam, Deel V, 3e Reeks, 1888. blz. 
358—397. 

Nogmaals over de BBRNouLLi'aansche coëfficiënten. (Versl. 
en meded. Kon. Akad. Amsterdam, Deel VI, 3e Beeks, 
1889. blz. 265—276). 

Over het theorema der drie reactiën bg een doorgaanden 
ligger met steunpunten op ongeligke afstanden. (Verh. 
Kon. Inst. van Ing. , 1889—90. blz. 69—75, 
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Nogmaals over afgeleide wortelpauten (N. Arch. v. Wisk. 

XV, 1888. blz. 100-139). 
Naschrift. (N. Arch. v. Wisk. XV, 1888. blz. 189—164). 

Iets over tovervierkanten. (N. Arch. v". Wisk. XVI, 1889. 
blz. 1—81). 

Naschrift over stelsels Tan twee cirkels of twee kegelsneden^ 
waarin en waarom een zelfde veelhoek past. (N. Arch. v. 
Wisk. XVI, 1889. blz. 160—178). 

Over de bepaling van een driehoek, waarin de lengten der 
drie hoekdeell^nen gegeven zgn. (N. Arch. v. Wisk. XVI, 
1889. blz. 179—199). 

Over de bepaling van een driehoek, waarvan de deellgnen 
der drie supplementaire hoeken gegeven zgn. (N. Arch. v. 
Wisk. XVII, 1890. bl. 191—205). 

Over de kans dat, bg willekeurige verdeeling van eene ge- 
geven rechte l^n, de segmenten tusschen gegeven grenzen 
liggen. (N. Arch. v. Wisk. XVffl, 1891. blz. 42—62). 

Over de kans dat, b^ willekeurige verdeeling van een ge- 
geven rechte Ign, uit de segmenten gesloten veelhoeken 
kunnen worden gevormd. (N. Arch. v. Wisk. XVIII, 1891. 
blz. 68—118). 

Over zelf-wederkeerige poolkrommen. (N. Arch. v. Wisk. 
XIX, 1891. blz. 80—97). 

Boekaankondiging. Nomographic, les calculs usuels efifectués 
au moyen des abaques. Essai d'une theorie générale. Régies 
pratiques. Exemples d'application. Par Maurice d'Ocaone, 
Ingenieur des ponts et chaussées. Paris , Gauthier Villabs. 

1891. in-8^. 96 pages, VIII planches. (Verb. Kon. Inst, 
van Ing. 1891—92. blz. 224—234). 

Over een vraagstuk, dat in de geodesie van dienst kanzgn. 
(N. Arch. V. Wisk. XIX, 1892. blz. 151—187). 

De oudste rekentafels der wereld. (N. Arch. v. Wisk. XIX, 

1892. blz. 211-215). 

D. B. D. H, 



OVER COORDTNATEN-STELSELS VOOR CIRKELS IN HET 
PLATTE VLAK EN VOOR BOLLEN IN DE RUIMTE, 



DOOK 



P. J. VAN DEN BERG. 



In den 94*° Band der Sitzangsberichte der Eais. Akademie 
der Wissenschaften zu Wien , mathematisch-naturwissenschaft- 
liche Classe, 2« Abtheilung, November 1886, Seite 786— 793, 
heeft de hoogleeraar Dr. P. H. Schoutb te Groningen onder 
den titel: >Ein Raumcoordinatensystem der Ereise einer 
Ebene" een b^zonder coördinate^si;elsel Toor de in eenzelfde 
ylak liggende cirkels ontwikkeld. H^ grondt zich daarb^ op 
de opmerking, dat de vergel^king van eiken cirkel van het 
vlak onder den vorm Ï7+ A aj -f- ^t* i} + v c} = O lineair is 
uit te drukken in de vergelgking U=0 van den omge- 
schreven cirkel van den aangenomen assendriehoek ABC, 
en in de vergelgkingen aj=0, 6}= O, c*=0 van de als 
oneindig kleine cirkels beschouwde hoekpunten van dezen 
driehoek; en denkt zich de drie coëfficiënten A, /x, v, die 
den willekeurigen cirkel alzoo kenmerken, als rechthoekige 
coördinaten van een punt in de ruimte, dat dan als beeld 
van dien cirkel dienst doet. In verschillende gevallen wordt 
nu onderzocht wat, voor gegeven verband van twee of meer 
cirkels, het overeenkomstige verband hunner beeldpunten is. 

Ik stel m^ voor, in deze bgdrage in de eerste plaats 
eenige beschouwingen en formulen te geven, die zich min 
of meer rechtstreeks aan het omschreven onderwerp aan- 
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sluiten. Daarna het bedoelde coördinatenstelsel als b^zonder 
geval af te leiden uit een meer algemeen Toor in éen vlak 
liggende cirkels , welk meer algemeen stelsel mën geheel kan 
ontwikkelen op het voetspoor van wat door den hoogleeraar 
Dr. GiNO LoEiA te Genua vóór bollen in de ruimte geleverd 
is. En ten slotte iets b^ te voegen omtrent het door den 
Heer Schoüte aan het eind van z^n artikel aangevoerde ten 
aanzien van een b^zonder coördinatenstelsel voor bollen. 



Indien beurtelings eene der loopende trilineaire coördinaten 

a, y^ z van een willekeurig punt P wordt geëlimineerd tus- 

schen de vergel^king U = y zsin A'\-za!8inB-{'xy8inC=sO 

van den omgeschreven cirkel van den assendriehoek ABC 

en de vergel^king G = a!8inA-\-y 8inB-\- z sin C=0 van 

de Ign in het oneindige, komt men, zooals in den aanhef 

van het genoemde artikel wordt gezegd, achtereenvolgens 

neder op de vergelgkingen a\=y^-{- z^-]-2y z cos A==0 , 

b\= z^ + x^ }- 2 z X cos B = , c\=x^+y^+2xycosC=0 

van de als puntcirkels beschouwde hoekpunten A, B, C. 

Drukt men nu op grond hiervan de functien a*, 6}, c\ (dat 

zgn de vierkanten der zgden van den voetpuntsdriehoek van 

P) in de beide functien Ï7 en 6r uit, waarvan de eerste den 

dubbelen inhoud 2 I^ van dien voetpuntsdriehoek , de tweede 

den inhoud I van den &ssendriehoek ABC zelf, gedeeld door 

den straal R van diens omgeschreven cirkel^ voorstelt; dan 

heeft men daartoe bg voorbeeld Ü8inA=^yz sin} A + 

-{-(zsinB-^y sinC).{G — y sinB — zsinC)^ of, gelet op 

' % A -2 7? • 2 i-r a^ — b^— c\ 2 ba cos A 
sirr A — stn^ B — sin^ C = j-^ = j-^j — = 

= — 2 sin B, sin C. cos A, 

üsinA = — {y^ ■■{- z'^ -\-2y zcos A) sin B, sin C -\- G {jj sin C '\- 

-^zsinB)^ dat is 

a\ sin B. sin C= — Usin A-}- G{y sin (7+ z sin B) , 
en dus evenzoo 

b\ sin C. sin A = — Usin B-\-G{zsinA'\'asinC),\ (1) 
en 

c\ sin A. sin B= — ü sin €-{- G {x sinB-^y sin A). 
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In deze forraulen zgn vooreerst de factoren y«m C-j-^r «in B, 
z8inA-\-x8inCj x sin B -{- y sin A ^ gelgk nul gesteld, de 
vergel^kingen Tan de radicale assen der cirkels U en a^ , 
U en 6^ , U en cj , dat is naar behooren van de raakl^nen 
van den omgeschreven cirkel ü in de hoekpunten A, B, C. 
Ten andere doen dezelfde formulen , gesubstitueerd in de ver- 
gelgking van den willekeurigen cirkel U + >»a* + jCA6J-|- 
-|-vcj=0, deze vergelyking, uitgedrukt in D en G alleen, 
den vorm ü {sin A. sin B. sin C— A sin^ A — fJt, sin^ B—y sin^ C) + 
-{-Gl^sinA.iy sin C -}- z sinB)-\-fisinB.{zsinA-{'asin C) + 
-\- V sin C ,{a! sinB -{-y sin -4) | = O aannemen, en daardoor den 
hier optredenden factor, waarmede 6 is aangedaan, kennen 
als radicale as van dien cirkel met den cirkel ü ; en «wel 
onder den hier beschreven vorm, met A«m-4, fi sin Ben vsin C 
namelgk tot coëfficiënten, het meest onmiddelligk als trili- 
neaire vergel^king ten opzichte van de drie evengenoemde 
raaklijnen van ü. Zou echter een willekeurige cirkel door de 
vergelyking ?7-f-G(Z.r + my-|-w5r) = en dus door de vol- 
strekte waarden der coëfficiënten Z , m , n , wier verhoudingen 
de radicale as bepalen , gegeven z^n , en vnlde men dan diens 
coördinaten A, /it, </ berekenen; dan leert de evenredigsfcelling 
der coëffioienten van Ga, Gy^ Gz en van U in beide vor- 
men van vergeligking — na de coëfficiënten in de eerste 
vergelgking liefst eerst nog door sin A .sinB . sin C gedeeld 

te hebben - dat J^ = ^ = Ai^ = 
IstnA rnsmB nsm L 

- sin A sin B sin C 

1 — A — — ^ — : — 7^ — fi 



sin B . sin C sin C , sin A sin A ,sinB 

= "^ i 

moet z^n, en dus ook gel^k aan hetgeen men verkrggt door, 
— ter eliminatie opvolgend van ^ en v, van v en A, van A en (a, 
en eindeligk van A, jc^ en v tegelgk — de som der produkten 
van de tellers dezer vier gelgke breuken met — 1, 1 , 1, O, 
of met 1 , — 1,1,0, of met 1 , 1 , — 1 , O , of eindel^k 
met cotAj cotB, cotC, 1, te deelen telkens door de over- 
eenkomstige som voor de noemers, als wanneer men onmid- 

2a 



dellgk onder den vorm 



Isin A -\- m sin B -\- n sin C 
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2 a* 2; 



'IsinA— main B-^-nsin C l sin A -\- fn sin B — n sin C 

de verlangde waarden. van 



Icos A-\-fncosB-\-ncos C+ 1 
A, i», V vóór zich heeft. 

Op te merken valt ook dat, terwyl a}, 6*, cj ieder in U 
en 6r konden worden uitgedrukt, wederkeerig de dubbele 
inhoud U=21^ van den voetpuntsdriehoek , zoo al niet 
lineair, toch als vierkantswortel is uit te drukken uitsluitend 
in de vierkanten a; , 6*, c* zgner zgden. Dit wordt dan ook 
bevestigd bg voorbeeld door de volgende herleiding. 
16 I^^ = 4 IP ==■ 4 (y z sin A -{- z X sinB -^ xy sin (Tf' == 

= 4 \{x-\' zcos B)y sin C -\- {^ -\- y cos C) z sin B\^ = 
= i\{x + zcosBy + z^sin^B\ \{x + y cos C)^ + y^ sin^ Cl- 

— 4 t(^ + -8^ cos B){x-^y cos C) — y z sinB , sin C\^ = 
= 46Jci-(6J+cJ-air=-a}-6}-cJ + 26JcJ + 

+ 2cJaJ + 2aJ6J = (a,+6,+0(-a,+6j+c,). 
. (a^ — ^1 + <Ji) («1 + ^1 — Cl), waardoor men op de bekende 
formule voor den driehoeksinhoud nederkomt. 

Behalve op deze beteekenis van U als dubbele driehoeks- 
inhoud is het goed bedacht te zign op de omstandigheid, 
dat ü — eene zoodanige tweedemachtsfunctie van de coördi- 
naten X, y, z z^nde, dat haar verdwgnen de punten van 
den omschreven cirkel van A A B C kenmerkt — noodwendig 
evenredig aan de macht van het beschouwde punt P ten 
aanzien van dezen cirkel moet wezen. Men is dus, noe- 
mende d den afstand van P tot het middelpunt en k een 
te bepalen getallen-coëfficiënt, gerechtigd in het algemeen 

voor de bedoelde macht te stellen d^ — .K^ = -7, en kan dan 

k 

voor de uitrekening van i volstaan met de substitutie hierin 

voor eenig b^zonder punt, zooals bg voorbeeld het midden 

van de züde B C = a ; waarvoor de macht d^ — iZ* = 7 

4 

bedraagt , en de coördinaten ^ = O , y = ^sinCj z==- sinB^ 
dus U^==yzsinA^=-^ sin A . sinB , sin C; zoodat A = 
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= — sin A.8inB.8in C en in het algemeen cP — J?^= — j--^ — . p . ^ 

bl^kt te z^n. Nog meer onmiddellgk bl^kt evenzeer , dat de 
machten van het willekeurige punt P of (^, y, z) ten op- 
zichte der drie puntcirkels A, B, C, dat zgn hier de vier- 
kanten der afstanden PA, PB, PC, niet alleen evenredig 
z^n aan de functien a^ , b\y c\j maar meer bepaaldelgk 

Keeren wg tot de formule (1) terug. De som harer pro- 
ducten met x^ y^ z geeft 

xa\sinB.8in C-\-yb\sin Cain A -{• z c\ sin A . sin B =Gü, (2) 
en op grond hiervan kan nu de even gevonden macht van 
P ten opzichte van den cirkel ABC, — indien men let op 

Sin A.sinB .s%nL^= '^'m ^^ ^R^ ' ^P 'R^^ op de al- 

mede reeds vermelde machten ten opzichte van de punt- 
cirkels A, B, C — , niet alleen onder de vormen 



d^-i2» = - 



u / y^ 



\sin B . sin C 



sin A . sin B . sin 
zx . xy \ 21^ 4R^Ii 



.)=■ 



* sin C.sinA sinA .sinB/ sin A. sinB , sin C 1 

maar tevens onder de vormen 
jt Dl ^ ^1 **^ ^ • **^ ^H"y ^1 ^^ ^' sin A -\-zci sin A . sinB 



X . 


.PA» 


6 ain A . sin B . gin C 
m ^ + y . P B» «n 5 + « , P C» «n C 




PA» 


I 
.BCP + PB».OAP + PC». 


ABP 



geschreven worden. Neemt men in aanmerking, dat het punt 
P een geheel willekeurigen stand buiten , op , of binnen den 
cirkel ABC kan hebben , en noemt men D een der beide 
bestaanbare, samenvallende of onbestaanbare raakpunten van 
uit P, dan kan deze laatste vorm, geschreven als PA ^. BC P + 
+ PB^.CAP + PC^ABP + PD^.ABC = 0, boven- 
dien voorden opgevat als uitdrukking van eene eigenschap 
van drie willekeurige punten A, B, G van een cirkel in 
verband met eenig ander punt P van diens vlak en met 
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het raakpunt D van uit P; eene eigenschap, die zich nauw 
aansluit aan degene, die men onder den vorm PA^. BCD — 

— PB^ . CDA + PC^ . DAB- PD^ . ABC = onder 
anderen besproken vindt op blz. 225 van Dr. B. Baltzeb, 
Theorie und Anwendung der Determinanten, 3® Aufl., 1870, 
als geldig yoor vier willekeurige punten A, B, C, D eens 
cirkels en voor eenig punt P van zgn vlak (of zelfs, zie 
blz. 226 boven, daarbuiten). Wordt voor P dan ook het 
willekeurige punt D van den cirkel zelf genomen, dan vallen, 

— indien men , wat de teekens betreft , let op C D A= — C A P — 
beide betrekkingen samen in déze enkele , almede bg Baltzeb 
vermelde, voor vier punten A, B, C, D van een cirkel, 
namelp DA^ . BCD + DB^ . C A D+ D C^ A B D = 0; 
terw^l deze laatste nu tevens bl^kt beschouwd te kunnen 
worden als b^zonder geval van eene gel^kvormige , almede 
van drie termen, voor drie punten A, B, C van een cirkel, 
voor eenig punt P van z^n vlak, en voor het midden Q van 
de raaklijn PD, namelgk P A^ B C Q + PB^ . C A Q + 
+ PC^.ABQ = 0, welke betrekking als halve som van 
de beide eerste te voorschgn komt. En overigens kan ook 
die allereerste betrekking op zich zelve, indien men zooals 
b^ Baltzbr ten opzichte van een rechthoekig door P gelegd 
assenstelsel, het punt A noemt (^, y), B(.Vj,t/|), G{x2^y2)i 
D {x^, y^) — zoodat niet alleen, gelijk aldaar, ieder dier punten 
aan dezelfde cirkel- vergelgking a^-^y^^a-^-bx-^-cy moet 
voldoen, maar nu daarenboven het punt D bepaaldel^k on- 
derworpen moet worden aan de voorwaarde van raakpunt 
uit P te zijn — in denzelfden geest als daar ter plaatse wordt 
bewezen. Immers, die voorwaarde wordt uitgedrukt doordien 
de macht van den oorsprong P, #dat is het vierkant vanden 
afstand P D , tevens gelgk moet zign aan hetgeen , waarin de 
macht van een willekeurig punt (^, y) , dat is het eerste lid 
van vorenstaande op nul herleide vergelgking, overgaat voor 
(^ = O , y = 0) ; die voorwaarde is derhalve .rj + yJ == — ^'^ 
en stelt men deze byzondere vergelgking voor D nu in de 
plaats van diens aanvankel^k meer algemeene vergel:yking 
^J + y J = a + 6 ,^3 + c ^3 , dan geeft weder de eliminatie der 
coëfficiënten a, 6, e tusschen de vier thans beschikbare ver- 
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gel^kingen de betrekking 



X y 



i^'+y') 



+ {A+y\) 



+ {^\+y\) 



x' + y' 1 

^\+y\ 1 ^2^2 

x\+y\-\ o o 



= 0, dat is 



•^2^2 +i^\+y\) 

X y 
= O , of werkelgk 



X y 



+ 



\x y 

1 ^2^2 

PA^BOP + PB^OAP + PC^ABP + PD^ABC = 0. 

Ook uit statische gronden kan diezelfde betrekking , of zelfs 
eene meer algemeene, worden afgeleid. Denkt men zich een wille- 
keurig aantal met massa's m aangedane punten in één vlak; 
noemt men r bunne afstanden tot eenig punt O van het 
ylak , / tot hun gemee o schappelijk zwaartepunt Z , ^ tot eene 
door Z loodrecht op O Z aangebrachte as , en a den afstand 
O Z zelf; dan geldt voor ieder punt m in het b^zonder 
r^ = r^ -\- a^ -\- 2 a z\ en dan geeft de som der producten 
van deze betrekkingen ieder met de overeenkomstige massa 
m zelf, (indien men daarbg let op 2 m ^r = 0) de herleidings- 
formulè voor polaire traagheidsmomenten 2 m r^ == S m r ^ + 
+ «^ 2 m. Voert men nu meer bepaaldelgk de onderstelling 
in, dat alle punten m op een cirkel met O tot middelpunt 
liggen, zoodat ook r voor allen eene gemeenschappel^ke 

waarde heeft, 



dan komt 



2m 



dat is in 



woorden: de macht van eenig punt Z ten opzichte van een 
cirkel is gel^k aan het negatieve vierkant van den traag- 
heidsarm van een willekeurig aantal willekeurige punten van 
den cirkel ten opzichte van Z, mits deze punten met zoo- 
danige massa's z^n aangedaan, dat Z zelf hun zwaartepunt 
is. Bepaalt het aantal massa's zich tot drie, in'A, B en C, 
dan moeten, zooals bekend is, die massa's daartoe evenredig 
aan de driehoeken BGZ, CAZ en ABZ zgn, en men komt, 
de letter Z door P vervangende, weder op de meergenoemde 
betrekking neder. 

Het vorenstaande gold voor een willekeurig, niet op den 
omgeschreven cirkel ABC liggend , punt P. Neemt men dit 

N. A. V. W. 2e R. Dl. I. 2 
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punt meer in het bgzonder ergens in D op dien cirkel zelf, 
dan yereenvoudigt zich, zooals reeds opgemerkt, de gevonden 
betrekking tot D A^ BC D + DB^OAD + DC^ ABD = 0; 
maar dan verdient het tevens opmerking, dat deze betrekking 
door eene kleine vervorming zoowel de stelling van Ptolbmbus 
voor den vierhoek als die van R. Simson voor den driehoek 
in den cirkel levert, en dus als het ware een band tusschen 
deze beide stellingen legt. Nemen wg, om de gedachte te 
bepalen, aan, dat de vier punten A, B, G, D in deze rond- 
gaande orde op elkander volgen , zoodat A C en B D de beide 
diagonalen van den ingeschreven vierhoek zgn — voor elke 
andere mogelyke volgorde kan men bigkbaar met eene dien- 
overeenkomstige letterverwisseling volstaan — dan heeft drie- 
hoek CAD tegengestelden zin , en dus ook teeken , van de 
driehoeken BCD en A B D , zoodat men , de betrekking 
deelende door ^DA.DB.DO, in dat geval verkrijgt 
DA^inOBD — DB.«mODA+DO.«mBDA = 0; het- 
geen vooreerst, vermenigvuldigd met 2 J?, geeft D A . B O — 
— DB.OA + DO.AB = volgens Ptolbmbus, ten an- 
dere — lettende op 5mODB = 5mOAB, «mODA = fiinABO, 
«tw B D A = «m B O A en op de reeds boven ter gelegenheid 
der machten van P (thans D) voor de puntcirkels A , B , C 

vermelde waarden DA= -Al-, DB=-7^ do=_A^- 

8tn A sin B sm C 

geeft Oj — 6j + Cj = O als uitdrukking van Simson's stelling. 

Dit een en ander staat onmiddellyk hiermede in verband, 

dat de vérgelgking van den omgeschreven cirkel ABC, 

die in de trilineaire coördinaten ^, y, z was ?7=t/^«in-4 + 

'\' z X8inB-\-a;y dn C=0, reeds boven in de zgden a^, ftj, 

Cj van den voetpuntsdriehoek als coördinaten bleek te zgn 

en dus bovendien thans in de afstanden DA, DB, DO 
als tripolaire coördinaten kan worden voorgesteld door 
64ü;*C^=(a.DA+6.DB+c.DO)(~a.DA+6.DB+c.DO). 
.(a.DA-6.DB + c.DC)(a.DA + ft.DB-c.DO) = 0. 

Ten slotte van deze afdeeling van mgn opstel wil ik er 
in het voorbggaan op wijzen, dat uit de figuur, ontstaande 
door, niet voor een willekeurig punt P, maar bepaaldelijk 
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voor het hoogtepunt H van een driehoek ABC, den voet- 
pantsdriehoek A^ B^ C| te construeeren , zich onmiddellgk 
aanschouwelgke bewezen laten aflezen voor eenige formulen 
tusschen drie hoeken A^ j5, C^ die, zooals in een driehoek 

A B 

te zamen 180° uitmaken. Men heeft dan namelgk ^ 



c 



^ AOi , 1, BCj , . . . 

= co8 A= , , dus ook = , dat is a.=a cos A = 

6| a 

= R8in2A, A.E= -^^ = 2Rco8A,Ek,=BEco8C = 

8in A * 

= GB,cö8 B=2 Rco8 B .C08 C, A A^ = 6 8in G = c8in B = 
=^2 RsinB .8inG; en overeenkomstige waarden ten aanzien 
van het hoekpunt B of C in plaats van A. Uit A H = H Aj-|- 
-|-AAi bl^kt alzoo co8A= — co8 B .co8 C-^sinB . 8in C; 

uit 1-^ = -i^ = ^ = I=ibc 8tnA = 

€08^ A C08^ B C08^ C 

= 2 R^sinA .sinB.sinG en Ii=^\h^ c^8in2 A=^^ A^ 8in2 A . 
.8in2B.8in2G= 2 Ico8 A ,co8 B . co8 C, in verband met 
J-ABiC,-BOiAi-OA, Bi-/i = blpt l-co«M- 
— co8^ B — co8^ G — 2co8 A , C08 B , C08 G=^Q\ uit H B, Oj = 
= \.2 Rco8 C •cos A ,2 Rco8 A.C08 B .8in (180° — -4) = 
= R'^cos A.C08 B . C08 G. sin 2A, dus /^ =H B^ C^ +H 0^ Aj+ 
+ HAi Bj=222co«^.co«B.co«(7(Mn2^ + «tn25 + «in2C), 
gel^k gesteld aan de zoo even reeds gevonden I^ , blykt 
sin 2 A -\- sin 2 B -\- sin 2 C=z4sin A . sin B . sin G (die ons 
zoo dadel^k van dienst zal zgu); uit HBC4-HCA-|-HAB=r/ 
blgkt sinA . cosB ,cosC-^ sinB . cosG . cos A -|- sinG . cos A ,cosBz=z 
= sinA.sinB .sinCo(cotB.cotG-]-cotG. cotA-\-cotA .cotB=sl; 
uit aj — 6J + cj — 2 6j c, co« (180° — 2A) blgkt «V 2 ^ = 
= sin^ 2B + sin^ 2 C+ 2 sin2 B . sin2 G .cos 2A; enz. 



Thans overgaande tot de bepaling van middelpunt en 
straal van den door de algemeene vergelgking Ü'+Aaj + 
+ At 6 J + V cj == O voorgestelden cirkel , zal ik mg daarbg 
eerst eenige uitweiding veroorloven ten aanzien van den af- 
stand d van twee in trilineaire coördinaten gegeven punten 
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P of (.», y, ^:) en F of {x\ y\ z). Die afstand komt voor 
als middell^n van den omgeschreyen cirkel van een driehoek, 
hebbende twee der drie overeenkomstige coördinatenverschil- 
len , bg voorbeeld y — y en ^ — z\ tot zgden , en tot in- 
gesloten hoek het supplement van den bybehoorenden hoek 
A van den assendriehoek; zoodat men ter bekorting invoe- 
rende X=x-- x\ F= y — - y', Z= z — /, heeft 
^^_ Y^ + Z^+2 YZcosA ^ Z^ + X} + 2ZXcosB _ 
sifi^ A dn^ B 

X^+]P + 2Xrco«C . ,. ^. I 

= ' r-ö-?ï 1 waann bovendien wegens ^ = 

sm'' G ° K 

= ^ «tw -4 + y sin B-\- zsinG=^afsinA-\'y'8inB-\'Sf dn G 
de drie verschillen X, F, Z samenhangen volgens XsinA-\- 
+ Y8inB-\-Z8inG=0. Maar juist de gelgkvormigheid der 
drie hier in de tellers van cP voorkomende uitdrukkingen 
met de vroeger door de notatien aj , 6J , cj aangeduide , ge- 
voegd bg de gel^kvormigheid der laatst geschreven en thans 
gelgk nul zignde uitdrukking met de vroegere G genoemde, 
brengt tot het besluit, dat men ook thans van de formulen 
(1) — die in wezenl^kheid identiteiten zjn — partg kan 
trekken om cP onder nog anderen , meer symmetrischen vorm 
te brengen. Voor 6r = namelgk leveren die identiteiten 

a* 6* c* 

de vereenvoudigde betrekkingen -r-f-r = . ip = . l ^ = 
° ° stn^A mrB mr G 

=- -, — 3 ; — =r — - — -^ en op dien grond mag dus ook 

8in A . 8tnB .8in G 

voor het tegenwoordig onderwerp geschreven worden 

rZsmA + ZXsinB + XTsinC , , 

^2 = L-- — ^—- — J— ; zooals ten over- 
win A , 8inB . sm G 

vloede, onafhankelgk van dezelfde identiteiten, bevestigd 

wordt door de som van cotA^ cotBj cotG maal de drie 

tellers van d^ , verminderd met den in ons geval nul bedra- 

(X8inA+Y8{nB + Z8inC)^ . . , . 

eenden vorm -^ r-^ — . p T ^ -, te deelendoor 

® 8tn A , 8tn ±f . 8inG 

de overeenkomstige som voor de noemers, namelgk sinAxosA-}- 

+ sin B .co8B-\- sin C .co8C= ^sinA. sinB.sin G. En tevens 

kan men in plaats van symmetrisch in de drie producten 

YZj ZX, X F, de waarde van d^ ook symmetrisch in de 
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drie yierkanten X*, r*, Z^ uitdrukken, door bg den laatst 

gevonden teller slechts {K8inA-\'YmiB-\-ZimO){^cosA-\- 

+ Fco« jB + '^co* C) = Ü te voegen, waardoor na herleiding 

, ^ ^, X^«m2^+r^Mn2S + Z^Mn2C 
komt d^ = jr— ; — ^1 — r— ö — ^—n • 

Ook meetkundig kan men de eerste, en statisch de tweede 
dezer symmetrische formulen voor cP afleiden. Nemen w^ 
eens aan, dat de punten P en P' zoodanigen betrekkel^ken 
stand hebben, dat van hunne drie coördinatenverschillen X, 
Y, Z, die blgkens het verband XsinA-^- YsinB-^-Zsin C=0, 
niet alle drie geligke teekens kunnen hebben , het eerste en 
het derde big voorbeeld positief zgn, het tweede negatief — 
bg anderen stand zou in ieder geval de uitkomst der rede- 
neering dezelfde blaken — dan komen die verschillen vóór 
als de projectien PQ, — PR, PS van den afstand PF=d 
op de loodl^nen op de z^den a, 6, c van den assendriehoek; 
zoodat in rondgaande volgorde de punten P, Q, B, S de 
hoekpunten zgn van een in den cirkel met P P' tot middel- 
l^n passenden vierhoek. De beschouwing der figuur geeft 

, , RS SQ QR , . . , . 

dan 0. = —. — 7 = . ^ == -: — 7=^, zoodat vooreerst het meer- 
min A sin B 8in L 

genoemde verband X8inA-\- Y dn B ']r Z sin C = Q ^ term 
voor term met één dezer drie gelgke breuken vermenigvul- 
digd, op nieuw de stelling van Ptolembus onder den vorm 
PQ . RS — PR.SQ + PS.QR = doet terugvinden; 

, 1,^2 RS.SQ 2QRS 

maar ten andere ook dr= — — -. — i — ■= = -: — - — r- is — :— ?i= 

s%nA»8inB stnA.stnB .sm C 

2(PRS-PQS+PQR) _ YZsinA+ZXsinB+XYsinC 
sin A . sin B , sin G sinA. sin B . sin C 

bl^kt te zgn , als zoo even. En wat nu de statische afleiding 
der andere formule voor d^ betreft, daartoe kan de reeds 
boven aangewende formule 2 m r^ = 2 m r * -|- ^^ 2i m voor 
polaire traagheidsmomenten dienen, namel^k door alle pun- 
ten m op een cirkel, niet zooals toen met O, maar thans 
met hun eigen zwaartepunt Z tot middelpunt , te onderstellen^ 
dat is door r standvastig aan te nemen, waardoor de for- 
mule wordt S m r^ = (/^ + a^) 2 m. Bepaalt weder het aan- 
tal massieve punten zich tot drie, in Q, R en S; worden, 
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als M het middelpunt yan den omgeschreven cirkel, dat is 
het midden van P P' is , hunne massa's evenredig aan MBS, 
M S Q , M Q B , dat is aan èin2 A^ 8in2 B ^ sin 2 G onder- 
steld, zoodat werkel^k M tevens het zwaartepunt is; en 
wordt het punt O thans in P genomen; dan is zoowel r 

als a gelgk ^, en er komt X^ sin 2 A -{- Y^ sin 2 5 + 

-\-Z^ sin2 C=-^ {sin 2A + 8in2B-\' sin 2 C), gevende voor 

d^ weder dezelfde waarde als boven. 

Eindelgk herinner ik er aan, dat op blz. 121 van m^n 
opstel: » Nogmaals over afgeleide wortelpunten" in Deel XV, 
Stuk 1, 1888, blz. 100-164, van dit Tgdschrift, behoudens 
andere notatien, de formule voor den afstand van twee pun- 
ten — door uit p = o? sin A-\-y sinB -}- z sin G = a^sinA-[- 

+ y' sin B -^ z' sin G af te leiden ^ F= = (3/ — y') = 
= — {xy' — xy)sinA-\-{yz^ — y' z) sin G en ^ Z = 

= ^{z — /) = — (y / — y' z)sinB-\-{zx' — z x) sin -4, en 

A A A , I.,', ' ^ T'+Z^ + 2rZcosA 

door deze waarden te substitueeren in dr = r-5— i 

sin^ A 

— nog werd gebracht onder den symmetrischen vorm: 

^d^=.(yz'^y'zy + {zx'^z'xy'^(xy'^x'yy--2{zx'-z'x). 

. {x y -X y) cos A'-2{x y' -x' y){t/ z -y'z)cosB—2{y z' ^y' z) . 
^{z x^ — / x) cos G. Ontwikkelt men dezen volgens x\ y\ /, 
en blgft men als boven de zgden van den voetpuntsdriehoek 
ABC, van het punt P of (xj y, z) noemen a^, 6^, Cj, 
dan wordt de coëfficiënt van den term x'^ gelijk y^ + -^^ + 
']-2y zcos A = ai\ en evenzoo die van y'^ en van /^ gelgk 
ij^ en Ci^, terwgl voor den coëfficiënt van den term 2y'/ 
komt -^ {1/ z -^ x^cos A-^xycos B-i-zxcos G). Om zich van 
de meetkundige beteekenis van dezen laatsten coëfficiënt re- 
kenschap te geven, kan men nu gebruik maken van de 
beide uit genoemden voetpuntsdriehoek af te lezen betrekkingen 
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b^e^ C08 A^=i {'-a\'\'bl'\' c\)=a!^ —yz C08 A'\' zjscosB -{- xy coaC 
en 

b^ c^ sin A^=^ 2 1^=^ y z sin A •{- z X sin B -{- X y sin C; 
geyende zoowel b^ c^ eo8{A -{- A^) = — (y z — x^cos A -{- 
-{-xy cosB-^-zxcosC) als ook biC^8in{A-{-A^) = x{x8inA-{- 

-\-y 8inB'{' z8inG) = x j^. Het blgkt dus , indien men ook 

op de overeenkomstige waarden voor B + JSj en C+Cj let, 

datte8cIirgvenis-^(?=aJa?'*4-ftJy'*+cJ/*+26iCiyVco«(-4+ 

+ .4,) + 2 Cl Oi z x' C08 (B + Bi) + 2 a^ 6^ x y' cos (C+ CJ, 

en dat hierin de hoeken -4 + -4i, B + ^n ^+ ^i ^^^g sa- 

- , b. Ci 8in (A + AA c. a. sin (B + BA 

menhangen volgens -^-^ ^^ — ■ — — = ^— ^ ^^ = 

X y 

=- _i_J \ T" i) _. -jgj^ slotte kunnen natuurlek ook 

z M 

de rollen, die de beide punten P en F in deze formulen 

vervullen, onderling verwisseld worden. 

Na deze uitweidingen omtrent den afstand van twee wille- 
keurige punten , komen w^ in de eerste plaats tot de bepaling 
van het middelpunt van den cirkel U-\'Xa\-\-fAb\-\-vc\=^Q. 
Daartoe kan de voorwaarde dienen, dat de pooU^n van dit 
middelpunt in het oneindige moet liggen; dat dus de coë£S- 
denten der termen in x^ y^ z van de vergelgking dezer 
pooU^n , namel^k de afgeleiden naar x^ y ^ z van de ver- 
gel^king van den cirkel zelf, evenredig moeten zgn aan 
sinA^ sinBj sin C. Dit geeft 

(2: m J5 + y «*w C) + 2 /x (;i? + -? co« J5) + 2 V (4? + y co« C) 

sin A 

(x sin C-^zsinA)'{'2v(y-^xcosG)'{'2\(y-^z cos A) 

sinB 

(y sin A-]- x8inB)-^2 ?i(z'{'y cos A)-\- 2 fi{z-{' X cos B) , 

= ^ r-79 5 

sin ü 

en om nu uit deze dubbele vergel^kiug de onderlinge ver- 
houdingen van X, y, ^ op te lossen , kan b^voorbeeld de 
opmerking dieneo, dat de som der producten van cosB, 
cos A en — 1 met de drie noemers gel^k nul is , en dat dit 
dus ook voor de drie tellers moet gelden: hierdoor toch 
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yerkrggt men, alle termen in x b^eenbrengende, enevenzoo 

in y en in z^ {xsin A -\- y sinB) {2v sin C — cos G) — 

— z \8in A. (2 A sin A—cos A) + sin B. (2 /x sin B—cos B) | = O, 

dat is de onderlinge gelgkheid der beide eerste van de drie 

, , 'u(2vsinG — cos) — z{2 (i, sin B — cos B) 

breuken ^ - ) = 

sin A 

z{2 Xsin A — cos A) — x(2v sinC — cos G 



sin B 
x{2 fA sin B — cos B) — y {2 XsinA — cos A) 



= 0, w^aar^an 



sin C 

de derde, op grond van de symmetrie van ons vraagstuk, 
door eene rondgaande verschikking van letters mocbt worden 
bygeschreven ; terw^l de nul aan het slot te voorsch^n kwam 
als som der producten van de drie alsnu voorhanden tellers 
met ^, 2/, Zj gedeeld door de overeenkomstige som voor de 
drie noemers. En het bl^kt alzoo, dat het bedoelde middel- 

punt bepaald wordt door de formulen ^ -, — ^ j = 

^ 2^ sin A — cos A 



waann 



"" 2fAsinB — cosB ~ 2vsinG—cosG ~ 2RN' 
namel^k , de notatie N = X sin^ A-\- fi sin^ B-\-v sin^ G — 

— sin A. sin B. sin C ter bekorting ingevoerd z^nde , het 
laatste lid gevonden werd door de som der producten van 
de tellers der drie eerste leden, evenals voor de noemers, 
'met sinA^ sin B^ sin G te nemen. 

Het middelpunt van den cirkel Ï7+ Xa\-{- fAb\-\-vc\ = 

alzoo gevonden zgnde, gaan wg nu — zooals zal blgken 

met het doel om daaruit eene tweeledige uitkomst af te 

leiden — den afstand van dit middelpunt tot een geheel 

willekeurig punt («v, y^ z) van het vlak berekenen, en wel 

door middel van de boven opgemaakte symmetrische formule 

^, YZsinA-\-ZXsinB + XYsinC . ^ ^^ 

(P = : — 5 — : — =r — :-- ~ , waann dus het 

s%n A.sin B . sin C 

coördinatenverschil X = , (2 XsinA — cos u4) — ^ , en 

evenzoo voor Y en voor Z, te nemen is. Derhalve wordt 

4 jR*iV^ 

— cP sin A. sin B. sin G= j^ — \sin -4, (2 fA sinB — cosB) . 
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,{2v sinC—cos C) -\- sin B . (2 vnn—coaC) {2 ^ smA — cosA)^ 

-^ sin C ,{2 X sin A — cos A) (2 fA sin J3 — cos J3)\ — nn ^j • 

. I (2 A sin A — cos A) {z sinJS-\-y sin C) + (2 /x sin B — cos B) . 

.{xsin G-\- z sin A)-\- {2v sin C — cos C){y sin A-^- X sin B)\ + ü. 

P 
Hierin is de coëflScient van den term in . ^^ ,^ gelfit 

Ai Br rP 

4 ((Ji,v-\'V X-\'X (jL)sin A. sin B, sin C— 2 Xsin^ A — 2 (isin^B— 

— 2 V sin^ G + (**w -^* ^^* ^' <^^^ G + **** -S' ^^* C'. co« -4 + 
-\-sinC.cosA.cosB)=^\A{tJi,V'V'yX-\-X(jL)^\\sinA.8inB.sinC^2N\ 

voor den coefficient van den term in . ^ ,- komt — indien 

2/ciV 

men, wat het van A, /x, v afhangende gedeelte betreft, er 

op bedacht is, dat reeds in den aanhef van dit opstel, on- 

middellgk na de formulen (1), de identiteit (J7+Aa}4- 

+ A*iJ -\-vc\)sinA . sin B , sin 0=— ÜN-^- ö j A ain-4 .{ysin C+ 

-\'ZsinB)-\'fjisin B, {z sinA-^-xsin C^-^vsin C.{x sinB-^-y sinA)\ 

bleek, en indien men tevens op 6r = -^ let — de waarde 

Jti 

^ \(ü -^ X a\ + fAbl -^v c\) sin A.sin B .sin C + ü N\ — 

— {xsin A'\'y sinB -^ zsinC); zoodat men door substitutie 

P 
verkrggt — d^sinA.sinB.sinC= . ^^ ^^ \{A((iV'\'V X'\' 
+ X ^) ^\)sin A .sinB . sinC --2 N\— ^^^ ^i(ü+ 

+ Xa\-{-fib\+vc\)sinA.sinB.sinC+ÜN)^ j^ + U, 

P 
of na herleiding (P = j^rjy^ (1— 4(iXv + vA + AA*)) + 
-| ^ ' — ^— ï -, En het zoo even aangekondigde 

dubbele besluit, uit deze formule te trekken, bestaat nu 

hierin: vooreerst, dat als het beschouwde punt {x^ y^ z) o-p 

den cirkel U-\'Xa\-\-fib\-\-vcl=0 zelf ligt, en dus de 

tweede term der formule verdwgnt, de straal r van dezen 

P 
cirkel blflkt bepaald te worden door r^= ^^ ^^ (1— 4 (jx v+ 
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4- V A 4~ ^ A^)) 9 ^^ andere , dat de macht van een willekeurig 
pant {a^ y^ z) ten opzichte yan denzelfden cirkel, tot 
waarde hebbende cP — r*, juist door dien tweeden term 

1 — — i L zelf wordt voorgesteld. Daar voor 

A=jj*=y=0 deze breuk zich vereenvoudigt tot— . ^ . p . ^ if 

8inA.8inl>*sinLf 

voor A = 00 tot , , . , en evenzoo voor 0=00 en voor v=(X) , 
8inrA^ 

zgn in deze laatste meer algemeene uitkomst naar behooren 
de reeds vroeger gevondene voor de macht ten opzichte van 
den omgeschreven cirkel U=0 en van de drie puntcirkels 
A, B, C als bgzondere gevallen vervat. 

Wanneer wg thans nog tot de bepaling van den ouder- 
lingen afstand der middelpunten van twee willekeurige cirkels 
{\, fAy v) en (a', fjt,\ v) overgaan, hebbende r en r tot 
stralen, schgnt daarbg, ook om ten slotte tot den sngdings- 
hoek dezer twee cirkels te komen, eene eenigszins andere 
rekenwigze verkieslgk. Wel weder door dezelfde formule 
— cP sin A ,8%nB . sin G = YZdn A + ZXsin B -{-XYsin C, 

maar door daarin thans het door 77-^ X = 



2R N 

2?J aifiA — cosA ^ /a' a'\ . . 1 1 . 

2R 
bepaalde coördinatenverschil , en evenzoo voor — =- Y en voor 

2 i2 4 jR* . 
-y— Z, te substitueeren , waardoor komt =- d^sinA. 

+(»-w)(|-y') -^•-•B.-0-2(i,-i,). 

/l IV 
-j- f - — —^1 (sin A .cosB .cos C -{- sin B . cos C .cos A -\- 

-\-sinC . cos A . cos B) , of, omdat hierin de tweede en de 
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derde term te samen bedragen — 2 ( -ït— i^ ) ( — -^ 4t — ^ 

N' + 8inA.8inB.8inC\ , /l IV.^ . t> .^ 

/l 1 V 
= — ( A7 ~" ~7\7> j ^*w A. sin B .sin C, bg oplossii^g yan (? 

_2 1^2((./ + A^-v+vV + v^A + AA^^ + A^^) 

^'''' l/tl-4(^v + vA + A^)t tl-4(A*'/ + /A' + A'At')r 
En daar na — ten minste indien men den hoek 6 der beide 
cirkels in dien zin meet, dat hg gelgk is aan den boek 
tusschen de stralen van het sngpunt, en niet aan diens sup- 
plement — ook d^ = r* + r ^ — 2 r / cos 6 is , zoo blgkt de 
gevonden coëfficiënt van 2rr' niet anders dan den cosinus 
van dezen hoek te beteekenen ; eene uitkomst , waarin dan 
ook als bgzondere gevallen de door den heer Schoute langs 
anderen weg gevonden voorwaarden 3) voor loodrechte sng- 
ding en 4) voor raking vervat zgn. 



In Serie II, Tomo 36, van de Memorie della Reale Acca- 
demia della Scienze di Torino, 1884, is opgenomen eene 
merkwaardige verhandeling van den hoogleeraar Loria., tot 
titel hebbende: »Ricerche intorno alia geometria della sfera 
e loro applicazione allo studio ed alia classificazione della 
superficie di quarto ordine aventi per linea doppia il cerchio 
imaginario all' infinito" (101 bladz.), waaraan later nog door 
den schrgver als vervolg is toegevoegd, in Vol. 20 der Atti 
van dezelfde Akademie, 1885, »Nuovi studi suUa geometria 
della sfera" (24 bladz.). Het hoofddenkbeeld, dat in deze stuk- 
ken uitvoerig wordt uitgewerkt, bestaat hierin ^ dat iedere 
willekeurige bol kan voorden voorgesteld door eene verge- 
Igking, komende door de vergelgkingen van vgf, eens en 
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Tooraf aangenomen , vaste of grondbollen — bfl voorbeeld in 
Gartesische coördinaten — met coëfficiënten in behoorl^ke 
onderlinge verhoudingen lineair en gel^kslachtig te verbinden. 
Het heeft weinig moeite in, langs den door den Heer Lobia 
gebaanden weg het dergelgke te doen voor in een zelfde 
vlak liggende cirkels; en ik zal er m^ dan ook toe bepalen 
om, met verwgzing naar de genoemde stukken , hier in 
hoofdzaak slechts de voornaamste uitkomsten te vermelden, 
die men, uit den aard der zaak steeds ééne afmeting minder 
gebruikende, zoodoende verkrggt. 

Gegeven zgnde in één vlak vier vaste of grondstelsels 
«i = (o? — (KiY + (y — fiiY — i2i* = O (t = 1 tot 4) , is iedere 
cirkel van het vlak te brengen onder den vorm a = Z«ja?i = 

i 

«I ^1 + «2 ^2 4" «3 ^8 + *4 ^4 = O , waarin a?itoté zflne vier ge- 
l^kslachtige coördinaten z^n. 

Indien bg vervorming door wederkeerige voerstralen de 
cirkels «j, 8 overgaan in de cirkels Si^ S, dan heeft S ten 
opzichte der Si dezelfde gelgkslachtige coördinaten die «had 
ten opzichte der si. 

De cirkel « = O , dat is , de notatie pi^ = «i* + (3i^ — iJ»* 
invoerende , 2 Wi {x^ + y*) — 2 (S otj o?» . x + 2/3» xi y) -\- 

+ £ Pt* ^1 = O , heeft tot rechthoekige middelpuntscoördinaten 

"LetiXi £ fii Xi 

X == - — '■ — , y = , en tot vierkant van zgn straal 

Ti Xi Ti Xi 

% i 

{Ti»iXif']r(TfiiXiy — TxiTpi^Xi ^ 

^ — 7^; — ^ï = 7Z. — ^5 waann 

(2 Xif (2 Xif 

i % 

de door de benaming grondvorm aan te duiden teller R^x 
tot waarde verkrijgt R^x = T Ri^ x> -^-tXR^ -^ Rj? — 

i ik 

— {{»i — «*)* + (i3i— jS*)*)! Xi^i, dat is— schrg7endejRi^ = i2«, 
en den zoogenaamden gemeenschappel^ken invariant van den 
fden gn (jg^ ^en grondcirkcl voorstellende door 2J?u = 2jR«= 
= Ri^ + Rj? — {(xi — ajt? + (/3i — (3,?) - de waarde R^^ = 
= TRikXiXk, waarin namelgk ik eene volledige groepering 

ik 

twee aan twee van de getallen 1 tot 4 verbeeldt. 
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Voor Rgg = herleidt de cirkel met coördinaten ai zich 
dus tot een pnntcirkel; voor £^i = tot eene rechte l^n. 

i 

En omgekeerd. 

Voor vier willekeurige punten van een vlak is, Skhdik=dH 
het vierkant van den ouderlingen afstand van het & en het 
Is^^ punt beteekent, (zie hg voorbeeld Baltzeb, Determinanten, 
Seite 215—216 ; ook Seite 231) 

1111 =0. 

1 O d^m (2|3 (2|4 

1 di4 ^24 ^34 O 

Zgn deze punten de middelpunten van vier cirkels met 
stralen i2{, waarvan de gemeenschappel^ke in varianten twee 
aan twee worden voorgesteld door (iA), zoodat dik = dki = 
= jRj* + Bk^ — (ik) is , dan vindt men hieruit na herleiding 
het volgende verband tusschen de vier stralen en de zes in- 
varianten 

1 1 1 1 =0. 

1 2 72} (12) (13) (U) 
1 (12) 2R\ (23) (24) 
1 (13) (23) 2R\ (34) 
1 (19) (24) (34) 2R\ 

Sneden deze vier cirkels elkander twee aan twee recht- 
hoekig, zoodat alle {ik) = zgn, dan vereenvoudigt zich 

dit verband tot pi + "dI + "üJ + "üi == ^ > ^® cirkels kunnen 

alzoo dan niet alle vier bestaanbaar zgn (zie hierover ook 
Schoute, blz. 791-792). 

Gegeven z^nde de rechthoekige coördinaten (x^y) van een 
punt, en de grondvorm Rgg , die dus voor dit punt gelgk 
nul moet z^n, te vinden z^ne coördinaten ^j. Daartoe heeft 
men de onderlinge verhoudingen van de vier coördinaten xi 
op te lossen uit de drie vergelgkingen Z (a» — a!)xi = 0, 



2 {bi '—y)xi = en o?* + y* 



2 pi^ Xi 
Zxi 



= O of X (pi* — 



so 



"^f^^ + y^)) «^i = 0. Er komt, als ik lm eene rondgaande ver- 
schikking van de getallen 1, 2, 3, 4 en = een teeken van 
evenredigheid is, 
^i= 1 1 1 1 =Ai{a:^ + y^) + Bia!+Ciy + Di, 

ot'Tc ot,i a^ X 

(3k I3i ^m y 

pC" pi^ Pm ^^+y^ 
ten bl^ke dat (als men dezen laatsten vorm door Si voor- 
stelt) Xi evenredig z^n aan de inhouden \Ai der telkens 
door de middelpunten van de drie overige grondcirkels «*, 
«ï, a„ bepaalde driehoeken, vermenigvuldigd met de mach- 
ten van het punt {x^ y) ten opzichte van vier cirkels Sj, 
die ieder rechthoekig sneden telkens de drie evenbe- 
doelde ongelgknamige grondcirkels sjc, aj, a^; want voor 
den gemeenschappel^ken invariant van de beide cirkels Si 

en 8k komt na herleiding ^ ' i 

zoodat deze evenredig is aan den zoo even gevonden determi- 
nant, wanneer men daarin de laatste kolom (1, .r, ^, .r^4~y^) 
vervangt door (1, Jt*, jS*, /3i,pi:^),'als wanneer die determinant 
jnist voor A==A, Z en m gelijk nul wordt. 

Dezelfde vier cirkels Sj , die ieder rechthoekig sngden drie 
der vier grondcirkels «j, doen ook de beteekenis kennen der 
vier gelgkslachtige coördinaten Xi voor een willekeurigen 
cirkel « = S Sjt a?* = 0. Want voor den door {a , Si) voor te 

stellen gemeenschappel^ken invariant van dezen cirkel en van 

Ai^Pk^xjc^Bi^CotkXk-^-CiZ&kXk-^DiT.Xk 
Sikomt(«, 5i)= — 



dat is («, S^ 



1 1 1 

^k ^l «« 

Uk ^i /3« 



Aii:xk 

k 



1 1 1 2 0?* 

»k »i «« 2 a^i xi 
(3, I3i I3n. ZlStXi 

Pk^ P^ Pm 2 pi? Xk 

of, als men in dezen laatsten determinant de laatste kolom 
vermindert met Xk maal de eerste, xi maal de tweede en x^ 
maal de derde , en als men door /« den inhoud verstaat van 
den driehoek, bepaald door de middelpunten van den A*'", 
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den l^^^ en den w*«* grondcirkel, («, Si) Ii = pk^ p^ p^ p^ 

1111 

«* ^l «» «i 
fik (Si fin. fii 

waaruit blgkt, dat de coördinaten van een willekeurigen 
cirkel evenredig z^n aan z^ne gemeeoschappelgke invarianten 
met de vier cirkels Si maal de inhouden der driehoeken, be- 
paald telkens door de middelpunten der drie overige grond- 
cirkels Si 

Daar de hoek ê van twee cirkels a {x^ -f" ^*) + 2 (ft ^ + 
+ cy) + d = en a' (^* + y^) + 2 (6' ^ + c'y) + rf' = O be- 

paald wordt door cos6= ^ ^^^,^^,^^^^^^., ^^^,_^^ ^^ 

Tindt men voor den hoek {y, z) van twee cirkels met coör- 
dinaten yi en zi, 

2{Z»iyiZxiZi-\-1.0iyi^0iZi)-{ZyiT,pi^Zi-{-i:ziI.pi*yi) 

of na herleiding 

2ZR^yiZi-\--S.\ i2i» + i2i» - ((«<-«*)» + (/3i-/3*)»)j iyiZ.Jf-yuZi) 

co8(y,^H2^^2:iï,Vi»+i|i2i»+iï*»-((«i-«*)»)+(i3,-/3*)»)(yiyJ[2iïj»^,»+* 

% ik % 

+ Sj Ki» + i2t»- ((«i-«i)»+(^i-/3i)»)| Zizu'\ 

ik 

Hierin is de noemer niet anders dan de dubbele wortel uit 
het product der beide grondvormen Ryy en J?««, en de teller 
niet anders dan de dubbele poolvorm van Ryy ten opzichte 
van Zy of van Rg^ ten opzichte van y; zoodat men, dezen 
poolvorm voorstellende door Ry^ = Rgy^ nederkomt op 

De voorwaarde voor loodrechte sngding is dus jRy^ = 0; 
die voor raking is Ryy Rgg — R\g = 0. 

Zgn de 'vier grondcirkels onderling rechthoekig, dus alle 
iZii = Rjti = O , dan wordt eeuvoudiger cos (y, z) = 
JiRi^yiZi 

= V{Zl^^yi^)(ZRi^Zi') ' ^''^* "^"'^ bovendien voor één 

i i 

der beide willekeurige cirkels een der grondcirkels zelf — b^* 
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voorbeeld voor den cirkel y den i^^^ grondcirkel — 

R' Z' 
y]^z=yi = yjf^ = O, en er komt cos (t, z)= * * 



dan is tevens 



waaruit 



= 0. 



i 

men besluit, dat de som der vierkanten van de cosinussen 
der hoeken, die een willekeurige cirkel maakt met vier twee 
aan twee rechthoekige cirkels, gelgk is aan de eenheid. 

Deze uitkomst is ook als bgzonder geval vervat in de vol- 
gende formule ter bepaling van den hoek (y, z) van twee 
cirkels y en Zj die ieder gegeven hoeken maken met vier 
willekeurige cirkels 1 tot 4, namelgk: 

1 .C08 {12) ,co« (13) .C08 {14) .co8{l,y) 

C08 {21) . 1 .co« (23) .C08 {24) .co8{2,y) 
C08 (31) . C08 (32) .1 .C08 (34) . co8 (3, y) 
C08 (41) . C08 (42) . C08 (43) .1 .co9 (4, y) 
C08 {Zfl) . C08 {z^ 2) . C08 (^, 3) . C08 {z^ 4) . C08 {z,y) 
Want onderstelt men hierin de cirkels 1 tot 4 twee aan 
twee rechthoekig, dan vereenvoudigt deze formule zich tot 
C08 (y, z) = l, €08 (i, y) . cos (f, z) ; en laat men nu bovendien 
de cirkels y en z samenvallen, dan komt men juist op het 
evengezegde weder. 

De middelpunten van vier twee aan twee rechthoekige 
cirkels bepalen vier driehoeken, die ieder drie dier middel- 
punten tot hoekpunten en het vierde tot hoogtepunt hebben 
(zie dit ook bg Dr. Schoütb, blz. 792). 

Voor vier op een cirkel liegende punten geldt het verband 
{d als boven het vierkant van den ouderlingen afstand voor- 



stellende :) 



O ^12 ^13 ^14 
^14 



*23 



O d. 



d^A d, 



24 **34 



= 0. 



(Zie dit ook b^ Baltzbb, Determinanten, Seite 227). 

Nadat ik dit op in een zelfde vlak liggende cirkels be- 
trekkeliyke overzicht reeds had opgesteld, kwam ik door de 
vriendel^kheid van den Heer Lokia in het bezit van een 
exemplaar van z^ne in The quarterly journal oif pure and 
applied mathematics, N^ 85, 1886, pages 44 — 74, geplaatste 
»Bemarques sur la geometrie analytique des cercles du plan 
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et sur son application a la theorie des courbes bicirculaires 
du 4' ordre." Daaruit bleek mg, dat de schryver zelf in dit 
stuk zgne vroegere beschouwingen over den bol reeds op 
overeenkomstige wigze op den cirkel had toegepast: en be- 
houdens kleine verschillen in notatie is dan ook wat- in het 
vorenstaande overzicht voorkomt bereids in het aangehaalde 
artikel te vinden. 



Om nu meer in het b^zonder het door den Heer Schoütë 
ontwikkelde coördinatenstelsel voor cirkels in het platte vlak 
af te leiden uit het zoo even beschouwde meer algemeene, 
heeft men de vier tot nog toe niet nader bepaalde grond- 
cirkels slechts te doen samenvallen met den omgeschreven 
cirkel 27=0 van den assendriehoek en met diens als punt- 
cirkels beschouwde hoekpunten A, B, C. Men heeft dan 
voor de vierkanten der stralen en voor de invariauten der 
grondcirkels twee aan twee de waarden iZ,, =i2^, ^222^^ 
= iZgg = iZ^, = , 2 R^^ = 2 /2i3 = 2 i2i4 = R^+ 0-i2^= O, 
2 7^34 =^ — a^ , 2 7^42 = — J^ , 2 R^^ = — c^; dus voor den 
grondvorm Rgg == Z Ra xi Xk = R^x^— a^ x^ x^ — b^ x^ x^ — c^ x^x^. 

ik 

En om nu hierin de b^ een willekeurigen cirkel van het 
vlak, zooals die door de vergelyking ïZ+Aa* -j-^^t +>'^ï = 
werd voorgesteld, behoorende gelgkslachtige coördinaten 
^itoté te bepalen, bedenke men dat — bljgkens dealgemeene 
cirkelvergelgking « == 2 »i j?i = O , waarin «i = (a? — Xi)l^ -}- 

i 

+ (y — ^»)^ — -Ki^ was, en dus de macht van een willekeurig 
punt {x , y) ten opzichte van den grondcirkel «^ = O betee- 
kende, en bl^kens het in den aanhef van dit opstel gevon- 
dene omtrent de machten ten aanzien van de thans te be- 
zigen grondcirkels Ï7, aj , 6J , cj — thans de waarden 
^ ü _ a\ __^ _ c\ 



* "~ sin A. sin B .sin C^ ^~sin^A^ ^~sin^B^ ^~sin^G 
gelden; hierdoor toch dat, om de vergelgking «==5j^j-j- 
+ «2 ^2 + *3 «2^3 + «4 ^4 = O werkelgk geligk of althans even- 
redig aan f7+^öJ+A*iJ+ï'Ci==0 te maken , vereischt 

N. A. V. W. 2e R. Dl. I. S 



34 

wordt a?4 : x^ :x^:x^ =—8in A. sin B. sin C: A «m^ A : fi sin^ B : 
: V sin^ C= — 2 I: Xa^ : f^b^ :v c^. Deze coördinaten veroor- 
loven nu als grondvorm bfl voorbeeld te nemen ^,^'\ = 

a o c 

l6R^r , , , . ./ . , N 

= — 2 7,2 2 4iS*v — 4vA — 4AjCA = l— 4(iXv-|-vA + Aix); 

u o C 

en dat door dezen vorm, waardoor in hoofdzaak ons vraag- 
stuk is opgelost, de vroegere formulen inderdaad terugge- 
vonden worden, kan onder anderen blaken uit deze bepaling 
van den sngdingshoek ê van twee gegeven cirkels (x, a&9 v) 

en (a', fzf, /): cosê = cos (y, z) = ^' = 

V JXlyy JXigg 

^ l~2(At»^ + /g^S + »V + /A + AA^^+VAt) 

~ V/jl-4(A*l/ + vA+A^)| |l-4(ix'/ + /A' + A>')r 



Overgaande tot de beschouwing der bollen in de ruimte, 
plaatsen w^ daarbg eenige op den zoogenaamden sinus van 
een drievlakkigen hoek , en in verband daarmede op het aan 
te nemen coördinatentetraedrum , betrekkel^ke formulen op 
den voorgrond. 

Onder den sinus van een drievlakkigen hoek O A B G of 
van den daarmede overkomenden bolvormigen driehoek ABC 
verstaan wg (zie Baltzer, Seite 193) het product van den 
sinus van onverschillig welke der zgden met den sinus van 
den daarop uit het overstaande hoekpant loodrecht vallenden 
boog, of, wat hetzelfde is, het product der sinussen van 
twee zgden en van den ingesloten hoek: in formule dus 
sin A B C= sin b. sin c. sin A=sin c. sin a, sin B = sin a, sin b. sin C. 
Hieruit volgt vooreerst (wegens sin b .sine .cos A = cos a — 
— cosb . cos c) dat sin^ A B C = (1 — cos^ b) (1 — cos^ c) — 

— {cos a — cosb, cos c)* = 1 — cos^ a — cos^ b — cos^ c -|- 
-\- 2 cos a. cosb, cos c is , zooals men trouwens ook rechtstreeks 
afleest uit den vlakken en in een cirkel passenden vierhoek, 
die tot hoekpunten heeft het middelpunt O van den bol en 
de projectien bgvoorbeeld van A op de stralen O B en O O 
en op het zgvlak O BC; want noemende x den hoek van 
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O A met dit zgvlak , is de éêne diagonaal , iiamel^*k cos et , 
yan bedoelden vierhoek tevens middellyn van diens omge- 
schreven cirkel; en geeft dus de beschouwing van de andere 
diagonaal onmiddellgk cos^ b + cos^ c — 2 coah , cos c . cos a ^=s 
= cos^ X , sin} a, dat is siri^ A B O = siri^ a . sin} « = 1 — cos^ a — 
— cos^b — cos^c-\'2cosa.cosb.cosCj als zoo even. En ten 
andere komt voor den sinus van den pooldriehoek A' B' C', 
door a, 6,c te doen overgaan in 180°-^, 110^— B, 180°- C, 
maar daarentegen » onveranderd te laten , sin^ Èl B' G' = 
=sin} A , sin^ « = 1 —cos^ A — cos^B—cos^ C— 2 cos A . cos B . cos C, 
sin k^G sin a sin b sine . 

ZOOdat nog -; H r^r r%f = ~» 7 = ~ n == "": 7» W, 

^ sin A'B' C' sinA sin B sin C 
Laat nu verder de inhoud van het te bezigen coördinaten- 
tetraedrum zelf door 1, de inhouden van z^ne z^vlakken, 
waarop de coördinaten w^ x, y^ z van een willekeurig punt 
P loodrecht staan, door C 4 f ty, %^ de overeenkomstige 
hoogten van het tetraedrum door A«,, A«, Ay, A«, worden 
aangeduid; laten de ribben a, &, (; de doorsneden van het 
zgvlak 4 opvolgend met ^9 iyt h^t zgn, en de overstaande 
ribben a', 6', c' de doorsneden van iy met i«, van 4 met ig^ 
van ïg met iy\ en laten tevens dezelfde zes notatien a, &, c, 
a\ b\ c de tweevlakkige hoeken of de standhoeken op deze 
ribben beteekenen; verder »y en a^ de hoeken door de ribbe 
a in hare uiteinden met de aansluitende z^vlakkon iy en t« 
gemaakt; evenzoo »'„ en a!g voor de ribbe «', en op overeen- 
komstige wgze voor de notatien /3 en /3', y en y\ Voor 
den sinus van den , bg voorbeeld door de coördinaten y, z 
en w gevormden, drievlakkigen hoek heeft men dan , daar de 
hoek tusschen y en z het supplement van den standhoek a , 
en de hoek van w met het vlak van ^ en ^ het supplement 
van den hoek a!„ is , siny zw = sin x . sin «'«, ; en op grond 

hiervan heeft men uit de formulen 3 / = i» A» = ^^— -^ 

a 

« T . /• . f i^a'sinyzw , 

en ól=%c»a stna„=^ r— ^ ; wanneer men daarvan 

sin a 

de eerste ook toepast op de overstaande ribbe a' en de tweede 

ook op het zyvlak 4 ^^ plaats van Aot en daarna evenzeer 

op de overstaande ribbe a, het stel 
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a 2f«,t, 31 SI 



sina 3/ i^sinway igSinzwa 



en 



a' _ 2iyü _ SI SI , 

sin a' SI i^siny zw igsinxyz 

waarbij men zich nog twee overeenkomstige stellen, in b en 
b\ en in c en c\ afgeschreven kan denken. Dit zoo zgnde, 
heeft men hieruit vooreerst door producten van recht en ook 
van schuin onder elkander staande leden te nemen, de be- 
trekkingen 

aa^ bV cc' ^iw^siyi» 

sin a . sina' sin b . sin b' sin c .sine' 9 /* 

_ 2i„ 2i^ _ _2^ 2i, 

sin xy z siny zw sin z to a sinwxy 

(zie deze ook gedeeltelgk b^ Baltzer, Seite 207 en 212); 

en ten andere — wat ons by de zoo dadelyk te verrichten 

eliminatie te stade zal komen — de gelyke waarden 

SI _ . a! __ . b' _ . d __ 2 1, iy 4 _ 
— ** _.• _/ — *» _•„ \.i — *« " — — 



smxy z sin a " stnb stnc o I 

. sin a b' d . sin b da! . sin c a! V 



'K- 



a stno .sine o sina .stnb c stna , sin o 

waarvan namelgk de drie laatste gevonden zyn door de pro- 
ducten van de derde en vierde, de vierde en tweede, de 
tweede en derde, telkens te deelen door de vyfde. 

Om zich nu rekenschap te geven van de beteekenis der 
uitkomst van de eliminatie van eene der vier coördinaten, 
bg voorbeeld w, tusschen de vergelyking van den om het 
tetraedrum beschreven bol, namely k ü=y zasina-^zxb sin 6-f- 
■^xycsinc-^-wxa sin a' -\-wyb' sin V -{-w z é sin d = O, en 
de vergelyking SI=toi„-\'xig'{-yiy-{-zig = van het 
vlak in het oneindige, heeft men, voorloopig de functien U 
en 3/ zelve aanhoudende, Ui„=^yza.i„sina-{'zxb,i^sinb-i' 
-}- X y c . ie sin c -{- (x a sina' -\- y b' sinb' -}- z d sind) \SI—{xig'jr 
-\-yh + ^^Mi ^^ ^^s» ^^^^ hierin de waarden van «,, ty, 
iej i^sina^ i^sinb, i^sinc, allen volgens de even gevonden 

3 / 

gelykheden uitgedrukt in -, , over te brengen, 

stfi X y z 
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jj , 3 / {y za^ iinV , sine' z xh^ sine .sine! 

mixyz \ y é éd "^ 

xy c^ sina' .sinV , , , , . ,/.,,, / . ../xsina' , 
— ^ j-y — {xa svna -]ryo mi o +zc s%nc){ ^ 1- 

CL o \ d 

+ ^—y 1 7 — ) •\'ZI{xa! sina-^yb sinb -{-z c' sin c). 

Hierin wordt b^ het uitwerken van den coë£Scient yan 

3-? 

-7 de term in x^ gelnk — x^ sin^ a\ de term in « ^: 

stnxy z 

-.._ y z sin b . sin c ,,,, , ,« ^. ^ » i' > f 

gelgk ^- jj—, (6* + c^ — a^) = — Zyzstnb .sine . 

o c 

. cos {b\ c') = — 2y z (cos cl + cos V . cos c) , terw^l voor de 

termen in y^, z^j zx en xy dergelgke geldt. En derhalve 

is gevonden 

3 / 

— la?* sin^ cl + y^ sin^ V + z^ sin^ cf 4- 2y z (cos d -V- 

stnxyz ^ ' ^ ' ^ :f V 

-|- cos b'-. cos c') + 2 ^ j? (cos b' + cos c . cos a') + 2 a?y {cos d + 

co«a'.co«i')j=— Z7C+ 3 J(a?a'«na'-f-y ft'«iw V -\-z(! sini!\ 

Maar hierin valt nu op te merken, dat de coëfficiënt van 

3 / 

-: evenredig is aan het vierkant van den afstand d^ 

sxnxy z 

van het beschouwde punt P of (tr, x^ y^ z) tot het hoekpunt 
tegenover 4,. Voor een oogenblik toch de drie tetraedrale 
coördinaten x^ y, z opvattende als drie nieuwe scheef hoekige 
coordinatenassen zelve, die in P als oorsprong twee aan twee 
de hoeken 180'' — a', 180** — b\ 180° — c' maken , is het 
genoemde hoekpunt niet anders dan het sn^punt van drie 
vlakken, die op de afstanden x^ y, z van P loodrecht op deze 
coordinatenassen z^n aangebracht, en komt de afstand d^o 
dus tevens voor als.middell^n van den omgeschreven bol van 
het tetraedrum, dat x^ y^ z tot drie aaneensluitende rib\)en 
heeft; terw^l diezelfde afstand met deze ribben of coordina- 
tenassen hoeken maakt, die -r- , -j- ^ -r- tot cosinussen heb- 

a^ Offc ^v 

ben. Noemende dan nog X, F, Z de nieuwe of scheefhoekige 
coördinaten van meergemeld hoekpunt, beschikt men door 
rechthoekige projectie Of d„, x^ y en z over de vier ver- 
gel^ kingen 
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d^^ — Xx —Ty —Zz =0, 
X —X + rco«c' +^co«6' = 0, 

y -^Xco^il—Y +Zco$a' = 0, 

z + XcoèV — Yco% CL --Z = O ; 
waaruit men oplost 

d^^ X 
X l 



C08C 

— C08 V 



y 

C08 é 

1 



coè V 



= 0, 



— co8a 
C08 a' 1 

(zie deze formule ook b^ Baltzsb, Seite 203), dat is bg 
ontwikkeling dj^ sin^ x y z = x^ sin^ cl + y ^ «iw* V + z^ «n* c -|- 
'{-2y z {co8 a + <ïö« &' • <Jö* c) -^2 zx {co8 V + co« c' . C(w a') -^ 
-|- 2 a? y (co« c' + co« a' . co« 6'). En hiermede is alzoo de eerste 
der vier formulen 

3ldJ^8inxyz^= — Ui„-^SI{xa* 8ina!-jryi' ^nV -{-ze' 8inc')j 
3 Idg^ èinyzfv = — 174+3 J(y C8inc-{'zb8inb'\-fva 8in a ), 
SIdy^8inzwx = — Uiy-\-3I{za8ina-\-wb' 8inV-\'XC8inc)j 
SIdg2sinwxy = -- t/ï, + 32(u7c'«nc +d?ft«m6 + ya«na), 
verkregen; uit welke eerste de drie overigen door letterver- 
wisseling konden worden afgeschreven. Het bl^kt dus^ dat 
de uitkomst der eliminatie, van bg voorbeeld w tusschen de 
vergelQkingen U=0 van den omgeschreven bol en3i"=0 
van het vlak in het oneindige , de vergel^king d^ = O van 
het als puntbol te beschouwen overeenkomstige hoekpunt 
van het tetraedrum is; en deze omstandigheid was trouwens 
te voorzien, doordien bg voorbeeld in de eerste der vier zoo 
even gevonden formulen de laatste term het product van het 
vlak in bet oneindige met het raakvlak van den omgeschre- 
ven bol in het hoekpunt (a? = 0, y = 0, ^: = 0) voorstelt; 
zoodat het niet missen kan, of het eerste lid moet een dezen 
bol in dit hoekpunt rakenden bol voorstellen, en wel juist 
een bol met straal nul, omdat de coördinaat w uit dit eerste 
lid werd verdreven. 

De som der producten van de vier gevonden formulen met 
Wj Xy y , z geeft nog dj^ ,tD8tnxy z-^-dg^ .xsiny ztü-\- 
-f- dy^ .y sinzfox + dg^ .Z8inwxy= Ï7, dat is dj^ .wi„-\^ 

+ dJ'.xig + dyKyi,+dJ'.zt, = ^^^^^U. Hieruit volgt 
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vooreerst voor een willekeurig punt P van den omgeschreven 
bol, omdat daarvoor de functie U gel^k nul is, (noemende 
A, B, C, D de hoekpunten van het tetraedrum) het verband 
PA^BCDP+PB^CDPA+PC^DPAB+PD^PABC=0 
(zie dit ook bg Baltzee , Seite 226) ; ten andere — voor een 
willekeurig punt buiten dien bol de aan de functie U even- 
redige macht voorstellende door (7 {7, en dit ter bepaling 
van deze C, b^ voorbeeld toepassende op het middelpunt 
van den bol zelf, waarvoor de macht bedraagt — iZ^, ter- 
wgl d„ = dg = dy = dg=^R wordt, — de betrekking — iZ* = 

= C ü= C . ^ J2* (ti^ i» + j? 4 + y «y "h -2^ ««) j gevende 

C= ^fyj, en dus voor de bedoelde macht in het al- 

^^^^^^ d^fc^wia + d^:,.xi^ + d\.yiy'\'d\.ziz 
gemeen q-= — . 



Voor een geheel willekeurigen bol kan de vergel^king 
onder den vorm Z7 + x d\ sin^ xy z '\- Xd}^ ^iv} y zw '\- 
+ (A d^y «in* zw x-^-v d^t ^n^ ti; a? y = O , lineair worden uitge- 
drukt in de vergel^kingen van den aan het tetraedrum om- 
geschreven bol en van de vier beschouwde puntbollen. Wg 
stellen ons thans in hoofdzaak nog voor, daarvoor middel- 
punt en straal in de vier coëfficiënten x, A, /ce, v en in de 
verdere gegevens te bepalen. 

Wat vooreerst het middelpunt betreft, kan de opmerking 
op den voorgrond staan dat, als men bg voorbeeld bg on- 
veranderde A , jcc , V alleen x laat veranderen , de komende ' 
bol door de doorsnede moet gaan van den door deoorspron- 
kel^ke x, A, jC^, y aangewezen bol met het als puntbol be- 
schouwde hoekpunt d^^ = O , zoodat dan het middelpunt op 
de Ign naar dat hoekpunt blgft. Hieruit blgkt, dat de onder- 
linge verhoudingen der coördinaten x^ y^ z van het middel- 
punt, onafhankelgk van x moeten z^n, die dus alleen in 
hare verhoudingen tot w kan voorkomen. Dus x is alleen in 
den noemer van w aan te trefiPen , en dan met hetzelfde recht 
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A alleen in den noemer van van ^ , a& in dien van j^ , v in 
dien van z. Bovendien moet voor i{ = A = /x = v = het 
algemeene middelpunt {w^ x^ y^ z) overgaan in het middel- 
punt {w\ x\ y\ z) von den omgeschreven bol. En men kan 

dus stellen ^= 7 = -t r = -Tr^^ — r = -T7= j^yf^wcisi. 

K — w L — X M — y N — z 

namel^k K tegelgk met x, L met A, M met a&, N met v 

in nnl moet overgaan. Om nu verder deze functiën JT, L, 

M^ N iQ bepalen, merke men op, dat voor het middelpunt, 

als pool van het vlak in het oneindige, de afgeleiden naar 

w^ X, y j z van de vergel^king van den bol evenredig moeten 

zgn aan de overeenkomstige coëfiBcienten i„, ig^ ly, ig in de 

vergelijking van dit vlak. Past men deze voorwaarde, in 

plaats van op den algemeenen bol , eenvoudigheidshalve liever 

toe op den bol , waarvoor x = fi = v = is, waarvoor dus 

de vergelgking zich bepaalt tot ü-^-Kd^sin} xy z = Oiter' 

wijl voor zfln middelpunt geldt -^ j- = ? = — ^= — 17» 

XL — w — X — y — z 

dan verkr^gt men (door te letten op de waarden voluit van 

U en van d\sin^xyz^ en door in de afgeleiden daarvan, 

tegel^k w, X, y, z te vervangen door de evenredige u?' — K) 

x\ y\ z\ ter bepaling van K^ de vergelgking 

x^ cl sin a + y' ft' sin V -f- z' c sin c' 

irc ~ 
Fz bsinb-^-y' c sin c -f- {w —R) a' sin a' + 2 j? ja?' sin^ a +"j 
L + -8^' {cos ft' + cos c' . cos a') + y' {cos c' + cos a' . cos ft') t J 

"" iz 

of ook , wat op hetzelfde moet nederkomen , gel^k aan over- 
eenkomstige breuken met iy en ig tot noemers. En stelt men 
nu hierin bovendien x = O , dus ook Z = O , dan blgft het 
eerste lid onveranderd; dit moet dus ook het geval zgn met 
het tweede lid, en dit vordert — Ka! sind '^2k\x' sin^a' '\' 
-\- gf {cos ft' + cos c . cos a') -j- y' {cos c -j- cos a' . cos ft') j = 0. De 
op deze wgze bepaalde waarde van de onbekende K kan 
echter onder eenvoudiger vorm worden geschreven; daartoe 
kunnen met name de boven ter bepaling van den afstand 
d^ van een willekeurig punt tot een tetraedrum-hoekpunt 
gediend hebbende vier vergelgkingen strekken, wanneer men 
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deze thans toepast op het middelpunt van den omgeschreven 

bol. Voor dit middelpunt gaan de coördinaten a, y, z over 

in x\ y\ z\ de afstand d^ in den straal R van dien bol, 

de aldaar ingevoerde nieuwe scheefhoekige coördinaten 

^ . a' d sin cl ^ . 6' h' sin h' 

X in TT-i — T = TT-. » Y in 



2 sin (xfg 2 sin ay z^ 2 sin jS'y 2sinxyz^ 

/ 1*1 

c c szn c 

Z in -=-—, — - = pr— ; ; hierdoor geeft de eerste der vier 

Isxnyz Ismxyz 

bedoelde vergel^kingen thans 2^?" sinxy z — x d sin af — ^ 

— y' b' sin h' — / d sin c' = O (wat ons zoo straks van dienst 

zal wezen) , terw^l men door uit de drie laatsten op te lossen 

bg voorbeeld X, verkrggt Xsin'^xyz= 



X — cosd 


-cotb' 


y' 1 


— cosa' 


/ — cosa' 


1 



j X • XI. a sma . sinxyz / . a / i / / / i / 

dat IS thans ^r ^— = x stn^ « + y {cos c -f-cos a , 

. cos h') + z {cos h' -f- cos é cosa!) , of juist gelgk aan den vorm, 
waaraan zoo even K evenredig bleek. Mitsdien is gevonden 
K=K sinxyz^ welke in x, y en z symmetrische functie 
vooreerst uitw:gst, dat de boven ter loops aangestipte breuken 
met iy en ig tot noemers, waren z^ gebruikt in plaats van 
de breuk met t^^ tot noemer, werkel^k tot dezelfde waarde 
van K zouden geleid hebben ; ten andere, door omzetting van 
letters, de waarden der overeenkomstige functiën i, if, N 
geeft, en zoodoende het vraagstuk van het middelpunt van 

den algemeenen bol oplost door het stel formulen - 



xstnxy z—w 
X y z h 

Xsiny zw — x fA sin zwx — y v sinw xy — / N 
waarin namelijk het laatste lid verkregen werd door de tellers 
en de noemers der vier eerste leden na vermenigvuldiging 
met sinxy z^ siny zw^ sinzw x^ sin w xy te sommeren, en 
daarbg de notatiën h = w sin x y z -{- x siny z w -{- y sin z w x -^ 

+ zstnwxy^ {wt^ + xt:,-\-yty-\-zig)= , 

^ *to ^z ^h ^ V V V h 

jdus ook geldig voor {w\ x\ y\ z) in plaats ys,n{WjXyy\ z)\ 
en N= K sin^ xy Z'\- K sin^ y zio-\-f4 sin^ zwx-^-v sin^ wxy — h 
(dus een andere N dan de zöo even gebezigde) in te voeren. 
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Overgaande tot de berekening van den straal r van den 
bol (x, A, jCc, v), trekken wg, om het vierkant van dien straal 
te vinden, de macht van big voorbeeld het hoekpunt tegen- 
over 4 ftf ▼&!! het vierkant van den afstand d^ van het ge- 
vonden middelpunt tot hetzelfde hoekpunt. Eerst dus de 
macht van dit hoekpunt, te beschouwen b^ voorbeeld als 
product van zgne afstanden tot de beide sn^punten van den 
bol met de ribbe a. Voor eenig punt van die ribbe op den 
afstand p van genoemd hoekpunt heeft men w ^^ (cl —p) dn ot'„, 
a=psinagj y = 0, jS = 0, dto = pj dg=^a!—p^ <Py=]t>* + 
+ 6'^ - 2 Vpcos {a\ V) , dj =p^ + c'* — 2 c'^ cos (o', c') ; 
voor hare beide snflpunten met den bol geldt dus — door 
deze waarden in de vergel^king van den bol te substitueren, 
waarb^ de term U zich thans slechts tot w xa' sin a' be^ 
paait, terwgl voor ons doel de kennis van de termen in p^ 
en zonder p kan volstaan — de vierkantsvergel^'king 
p{a — p) sin a^ . sin »g . a' sin a' -\-)cp^ sin^ xy z-\-X{a' — />)*. 
, sin^ y z w -{- ii, {p^ -\-V^ — . . .)sin^ zw x-^-v {p^-^-c'^ — ...). 
. sin^ w xg = 0. Hierin wordt de coëfiBcient van p* (wegens 
sin od^ . sin ot!^ a' sin d = (o' sin ct^ {sin a' , sin al ^ = h„sinxyz=i 

27 P 

= Q . . . . = h) gelgk — h -\- K sin^xy z -j- ^ sin^y z to + 
^ *w *« *y h 

-^ fAsin^ zwx-jrvsin^wxy = Ny en de term zonder p, we- 
gens a' sin y zfv = en de twee overeenkomstigen, gelgk 

sin xy z 

— i L-!^ ! ^; het product der beide wor- 

stn^ xy z 

tels />, dat is de macht van het hoekpunt tegenover t„,, ver- 

i_ ««-^ j XX j 1- X X- ^h^Usin^a'-i-fjLsin^b^A-vsin^c') 
krngt dus tot waarde het quotient — ^^ _ ' . , ' -. 

Nsvnrxyz 

En wat nu 'betreft het vierkant van den afstand d^^ daar- 
voor geeft de algemeene formule voor %Id^y,sinxyz uitge- 
drukt in U en 7, bg deeling door % Isinxy z^=^hi^^ de 

,« XJ , xd sin clArxih' sin b' 4- z c' sin d ^ 

waarde d\ = = -A ^. . Op 

h smxyz 

grond van deze waarde en van de even gevonden macht kan 

men dus schrgven, de coördinaten x^ y en z van het mid- 
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delpunt invullende, r^ = — _ _l , [Mna?t/-?. 

. I (a «m y ^r w? — a?') a' èin a' + (i» mw zwx^ %j)V sin V. + 
4. {v sin wxy—gf) c sin c\—h{x sin^ a'-^fA sin^ V-\-v mt^ c')] = 

= — T — irr—* (^' ö' «*w a' + v' 6' «n ft' + / c' «tn c') of, 

A Nsinxyz ^ ^ ' 

wegens de boven voor dezen laatsten vorm gevonden waarde, 
r* = — -7 — ^ . 2 22*. Maar hierin blgft nu nog de bereke- 
ning van U voor ditzelfde middelpunt over. Daartoe merke 

men op, dat -^ ü xx\i een zamenstel van zes termen van den 
n 

IP 
vorm -jj y zasina^ dat is van den vorm {fi sin zwx^-j/), 

. (1/ sin w xy — /)asina, bestaat , en dat b^ het uitwerken 
van deze vormden vooreerst een .zestal termen van den vorm 
fjt,v sinzw X » sinw xy .asina=^h , fAV sin^ a , verder een vier- 
tal termen van den vorm —Ksinxyz{x^a'sina''\-yVsinV'^ 
-\' if c^ sin c') = — 2 R^ .K sin^ xy z, eindelgk een zestal ter- 
men van den vorm y' / a sin a komt. Neemt men nu in aan- 
merking, vooreerst, dat de vier termen, zooals xsin^xyz^ te 
samen N-^-h vormen; ten andere, dat de zes termen, zooals 
y' / a sin a, te samen door den vroeger berekenden coëfiScient 

C= on'jz ' ^^ "■ p gödeelde en — iZ* bedragende macht 

van het middelpunt van den omgeschreven bol ten opzichte 

van dezen bol zelf voorstellen; dan is alzoo gevonden 

IP 

-^ ü=h{fAv sin* a -\- V ^ sin* 6 -|- A jCt sin^ c -f- x A sin* d -|- 

-\-%yt.sin*h' ^%ysin*c) — 2 i2» (iV+ A) + 22* A, waaruit bg 
substitutie in r* ten slotte de formule 

j ^^ 22*— (AA»gtVa4-yA^n*ft4'AAtgtyt'c-f'XAgtnV--[-XAegm^ft'-|-x»rin*c') 

{%siii?xyz'\'hsiv?yzv3-\-yt,siv?zwx-\-ysiv?wxy — A)^ 
voor het vierkant van den straal r van den willekeurigen 
bol, (x , A , jcc , y) te voorschgn komt. 

Wat den hoek d betreft, volgens welken twee bollen (x, 
A, jcc, v) en (x', a', yi! ^ v') elkander sngden, bepaal ik mg 
tot de mededeeling, dat ik daarvoor gevonden heb 
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ri2* - 1 j (a* y' + il' y) sin* a +(vA' + v'a) «tVi-H V+A»««n*<? +"] 

1- + X V«m»6' + x'v'm^c') t -' 

geheel in OYereeDstemmiDg trouwens met de algemeene formule 
in de boven besproken verhandeling van den Heer Lobia 
over den bol. 



algebraïsche hoofdstukken 

ter uitbreiding van de leerboeken over de 

elementaire analyse'), 



BBSCHOÜWD DOOR 



P. J. VAN DEN BERG. 



Niet gemakkel^k in de gelegenheid zgnde vele boeken te 
raadplegen, ga ik hoofdzakel^k op mgn geheugen af, wan- 
neer ik verklaar , dat — voor zoover ik met de Nederland- 
sche leerboeken over Hoogere Algebra en Analyse bekend 
ben — de schrijver van de » Algebraïsche hoofdstakken" in 
zgn voorwoord niet ten onrechte zegt, dat veel van het 
daarin behandelde in die leerboeken niet voorkomt. Die hoofd- 
stukken vormen dan ook naar mgn inzien in onze wiskun- 
dige litteratuur eene belangrijke en welkome aanvulling. 

Door het volgende overzicht van den inhoud der negen 
hoofdstukken, waaruit het werk bestaat, hoop ik van deze 
gunstige opvatting rekenschap te geven; z^ het ook, dat ik, 
waar de schrijver voor den geleidelgken gang van zgne uit- 
eenzetting punten bespreekt, die men gewoonlgk elderö be- 
handeld vindt, om de reeds in den aanhef dezes vermelde 
reden, niet in eene vergelyking van zigne wijze van behan- 
deling met die van anderen wensch te treden. 

Het P hoofdstuk (blz. 1—48) handelt in N°«. 1—21 over 



]) CoRNEiLLE L. IxiNDRÉ. Utrecht, Gebr. yan der Post. 1891. groot 8^ XII 
en 285 blz. Fr^s ƒ 2 90 
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» Rekenkundige reeksen van hoogere orde'*. Eerst worden de 
algemeene term en de som der termen uitgedrukt in de 
eerste termen van de reeks zelve en van hare opvolgende 
verschillen; ook de algemeene term in gegeven termen. 
Daarna wordt in een drietal N^' gehandeld over interpolatie, 
waarvoor later in N^*. 17 nog de sommatie besproken wordt. 
»De som afgeleid uit den algemeenen term" is de titel van 
W\ 7, dat tevens de toepassing bevat op de sommatie der 
machten van de natuurl^ke getallen, welke sommatie daarna 
bovendien door middel van het binomium van Newton ver- 
richt wordt. Dat in het algemeen , als 2 n -f- 1 getallen eene 
reeks vormen van de (2 w — 1)' orde , en men met elkander 
twee getallen verwisselt die even ver van het middelste ver- 
w^derd z^n, of ook meer zulke verwisselingen maakt, de 
getallen alsdan in de nieuwe volgorde eene reeks der (2 n—l)** 
orde bligven vormen, wordt daarna aangetoond; en eenigs- 
zins in verband hiermede wordt voor reeksen der tweede en 
der derde orde door eene gemeenschappelyke formule een 
term in eenige voorgaande en evenveel volgende uitgedrukt. 
Voor het geval eener reeks van de tweede orde wordt ver- 
volgens eene nieuwe reeks gevormd, bestaande uit telkens de 
som van p opvolgende termen; uit deze eene derde reeks 
door sommatie telkens van q opvolgende termen, enz.; de 
algemeene op deze wgze ontstaande som wordt berekend , en 
daaromtrent nog een en ander opgemerkt. De zoogenaamde 
»afrondingsformulen", die moeten dienen om big waarnemin- 
gen verkregen getallenr^en , die een al te onregelmatig beloop 
hebben, door andere meer regelmatige te vervangen, zgn 
nu aan de beurt; opvolgend worden zulke formulen van 
FiNLAisoN, WooLHOusB, AcKLANü, HiGHAM en uog ceu paar 
andere dergel^ke verklaard en nader onderzocht, en wordt 
aangewezen, hoe men b:g die allen ook door middel van de 
tweede verschillen kan afronden. De vier laatste N'* van 
het 1^ hoofdstuk zgn gew^d aan tóepassingen : twee op meet- 
kundig gebied, benadering van vlakke en van lichamel^ke 
inhouden ; twee op financieel of assurantie-gebied , benadering 
van Igfrente in termgnen en van den rentevoet big gegeven 
annuïteit, waarbg onder anderen eene formule van Habdt. 
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In het 2* hoofdstuk getiteld » Onderscheidene reetsen" 
(blz. 49 — 69, N°' 22 — 30) wordt vooreerst de sommatie van 
breuken met twee of meer factoren in den noemer besproken, 
en ten deze bewezen en — zooals trouwens ruimschoots in 
het geheele werk geschiedt — door stelkundige of door ge- 
tallen-voorbeelden toegelicht dat, als de algemeene termeene 
rationeele breuk is, waarvan de noemer bestaat uit t facto- 
ren n + a, n + 6, n + c» oz. , (z^nde h — a , c — ft , enz. , 
geheele getallen) en de teller een rationeele vorm van hoogstens 
den (r— 2)^^ graad is, de sommatie terug te brengen is tot 

de voor de hand liggende sommatie van ; — j — ^ — j r-pr » 

dat is van — ; ; r— r-. Hierna wordt de som van 

n+p n+p+1 

een eindig aantal termen eener wederkeerige reeks bepaald; 

vervolgens wordt de grens van ■ tï — —^ - 

voor n = 00 berekend ; wordt de som der disconteering-reeks 

- } — i — : H i— PJ-. + — H \—, ïT-J benaderd; en wordt 

n|n+i'w + 2i w + (w — l)tj 

bewezen dat, als u^ de algemeene term eener wederkeerige 
reeks van de orde r is , ü« = «»+* y>uY% — ^„^.v w«^.i' voor 
A + f = A' + t' ook die van zulk eene reeks van de orde 
èr(r — 1) zal zgn. Het hoofdstuk wordt besloten door on- 
derzoekingen over reeksen, waarbg de verschillen (meer in 
het bgzonder de eerste en de tweede), of waarbg de loga- 
rithmen eene gewone meetkundige reeks vormen ; alsook over 
zoogenaamde meetkundige reeksen van hoogere orde, die 
eensdeels blgken b^zondere gevallen van de voorafgaande 
te zijn, ten andere logarithmisch met de rekenkundige reek- 
sen van dezelfde orde in verband te staan. 

Uitvoerig en stelselmatig wordt in het 3^ hoofdstuk, dat 
blz. 70—109 beslaat en N°» 31—52 bevat, over de zoo be- 
langr:gke » Convergentie en divergentie van oneindige reeksen" 
een onderzoek ingesteld. Zooals niet on natuurlek iS| staat 
Lim M„ = O (voor n = oo) als eerste vereischte voor conver- 
gentie op den voorgrond; maar dat dit vereischte niet vol- 
doende is, blgkt al dadelflk uit N*. 32, dat tot opschrift 
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draagt: »Elke harmonische reeks is divergent''. De eerstvol- 
gende N"' hebben tot onderwerp de reeksen met beurtelings 
positieve en negatieve termen, voor welke reeksen daaren- 
tegen het genoemde vereischte wel volstaat ; verder het tweede, 
maar b^ voorbeeld bl^kens de voor p <l divergeerende 

reeks A 4- -zr--. — r—- 4- -^— — — - -[- enz. weder niet toerei- 
^ 2 (log 2y ^ S (log 3)' ' 

kende, vereischte Limnun = 0\ de onderlinge vergelflking 

van verschillende reeksen naar de grootte der termen, en 

de hierop berustende stellingen, dat twee reeksen u en v, 

waarvoor de limiet der verhouding — ^ eindig positief is , en 

evenzóo de twee reeksen w, -[-«*2 + w3 + M4-1-.... en u^-^-pUp-^- 
-f-p^ Wpi +p'm^» + .... , steeds gelgktgdig convergeeren of di- 
vergeeren. De vier N**' 38 — 41 worden nu gewgd, vooreerst 
aan de vergelyking van twee reeksen, niet naar de termen 
.zelve, maar naar de verhouding van twee opvolgende ter- 
men , en te dezen aanzien blykt dat , naarmate Vq -|- ^i -h 

, convergent . i . , .. i. ij 

-|-t?2 I A' . en, te beginnen bg eene bepaalde 

waarde van p, steeds -^^5^^ is, ook «o + «1+1*2 + 

Uj, ?" Vp 

° . is; vervolgens aan de hieruit door vergelijking 
divergent 

met eene meetkundige reeks ontstaande zoogenaamde ken- 
merken van den eersten rang voor eene gegeven reeks op 

zich zelve, namelük de reeks is ,. ° . , naarmate 

.divergent 

Lim -^ 5 1 of naarmate Lim ]x^ m„ ^ 1 of naarmate 

Liffi !L ^0 is ; eindelgk aan het betoog van de identi- 

n <^ 

teit dezer drie kenmerken. Maar indien zich het overgangs- 

geval Lim— ^ = Z/iml^w« = 1 voordoet, blgft in het al- 

gemeen de convergentie of divergentie langs dezen weg on- 
beslist; men dient dan tot vergelgking met eene minder sterk 
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convergeerende of minder sterk divergeerende reeks dan de 
meetkundige over te gsAn; en als zoodanig kan b^' voorbeeld 

de reeks - — [- -^ — h "o" "i" ^^^"t ^^ d® plaats gesteld van de 

meetkundige - -| ^ -| 3 + enz., dienst doen. Op deze wgze 

komt de scbr^'ver tot wat big noemt de kenmerken van den 
tweeden rang, van welke er bier vier afbangende van de ver- 

bouding^,namelBkLimn(l-^^)>l,2:imn(-^^- — l)>l, 

hg- — 
Lim r-" ^ 1 en Lim n L — ^ ^ 1 (znnde L in deze 

laatste de Neperiaanscbe logaritbmus) ; alsook twee in wezen- 
Igkbeid zamenvallende , afbangende van den term t^ zelf, 

log — log 

nameliik Lim -, — - '> 1 en Lim —7 ^ '^ O, vermeld en voor 

logn < logn < 

,. ,. sreldiff bevonden worden, terwül daarvan ook 

divergentie ® » j « 

bier weder de onderlinge identiteit wordt aangetoond. Toe- 
passingen van een en ander vindt men in N^. 50, alwaar, 

u BC 

voor bet geval dat -^ = J. 1 — r + enz. te scbrgven 

Un n n 

is, volgens den eersten rang ,. ^^. blnkt, naarmate 

*=* divergentie 

-4^1 is; verder, als -4 = 1 is, volgens den tweeden rang 

convergentie x t^ > 1 • j. -m ^ i. o 1 • 

j. ° ,. naarmate B\^\ is; terwm, als ook jö = 1 is, 
divergentie <^ > ti » 1 

de tweede rang weder niet beslist, maar dan tocb door ver- 
gelgking met eene barmoniscbe reeks steeds divergentie be- 
vonden wordt. In bet algemeen, als de tweede rang te kort 
scbiet, staat weder bet onderzoek volgens een derden, zoo 
noodig volgens een vierden, rang en zoo voort open: ditge- 
scbiedt in de beide laatste N^'. van dit boofdstuk die, door 

N. A. ▼. W. «e R. DL I. 4 



so 

vergel^king met de reeds boven aangehaalde reeks ^ -|- 

J \Li 2)' 

+ H^ "*" *'^* ^'^ """* ^* overeenkomstige ^j^^^^j^^y + 

+ Q 7- Q /r T Q\, + ^'^^^ — welke beide blaken alleen voor 

» > 1 te convergeeren — leeren dat, als Lim -Ji±lA__lLL-i==l 

Un n 

is, en dus de tweede rang faalt, Lim **"^^ ^ ' ^ .. ^ ' ^ ^ 1 

Un n L n P^ 

een kenmerk van ,. ° . . is ; dat , als deze laatste limiet = 1 
divergentie ' 

is , en men in het geval van -^ = 1 = 1- enz. ver- 

Uft n Ij n 

keert, alleen voor A>1 convergentie bestaat, terwgl dan in 

het tegengestelde gey al Lim ^+^(n-\-l)^n + l)LL{n+l) < ^ 

Un n Ln LLn / 

over ,. ° .. moet beslissen: zoodat dan bü voorbeeld 
divergentie ' 

voor — ^ =1 = = — =rr=: 1- enz. weder alleen 

Un n nLn nLn.LLn 

bg .4 > 1 convergentie geldt ; enz. 

De » Symmetrische functiën" vormen het onderwerp van 
het 4« hoofdstuk (blz. 110— 129, N°«. 53— 60). Hier worden 
eerst de sommen der gel^knamige machten — ook voor de 
hoogere en voor de negatieve machten — van de wortels 
eener hoogere machts-vergel^king uitgedrukt in hare coëffi- 
ciënten, en omgekeerd; terw^l dit nog nader, onafhankel^k 
van de algemeene formulen , voor getallen vergelflkingen wordt 
aangewezen. Daaruit wordt, volgens wijlen den hoogleeraar 
Buys Ballot, onder anderen afgeleid dat, als in de verge- 
Iflking ^"* + />i a?"*""^ + pja:'*~^ + ' • ' + ^« = de som van 

de vierkanten der wortels, namel^k p^^ — 2/>2<^-^is, of 

ook als de som der vierde machten, namelgk {px^'-'^P'^'^ '\- 
"f" 4: pi p3 — 2 P2* — ^ P4 ^ O ^s » minstens één paar onbe- 
staanbare wortels voorkomt; ook, dat ditzelfde het geval is, 
zoodra de som van de gel^knamige even machten der wortels 



51 

gel^k aan of kleiner dan de oyereenkomstige som voor de 
afgeleide yergel^king is. Hierop wordt aangetoond, hoe in 
het algemeen rationale symmetrische functiën der wortels z^n 
uit te drukken door de sommen hunner machten; hoe de 
yergel^king te vormen is, die eene rationale functie van een 
gegeven aantal wortels eener gegeven vergel^kiug tot wortels 
heeft; hoe de vergelgking op de vierkanten van de verschil- 
len der wortels te verkrggen is door de sommen der machten 
van hare wortels te berekenen uit die sommen voor de ge- 
geven vergelgking. Ten slotte wordt de leerwgze van Cauchy 
verklaard ter bepaling van de symmetrische functiën der 
wortels door opeenvolgende verdrgving van deze wortels ; ook 
hier wordt de theorie weder nader toegelicht door als voor- 
beeld te nemen de som der derde machten van de wortels 
der algemeene derde-machts- vergelgking ; waarna nog wordt 
aangewezen , hoe het product der vierkanten van de verschillen 
der wortels van eenige vergelgking is af te leiden uit het over- 
eenkomstige product voor de vergelgking van één graad lager. 
» Eliminatie'* is het opschrift van het b^ hoofdstuk (blz. 
130—155, N°«. 61—71). Eerst wordt uiteengezet, dat de 
eliminatie, bg voorbeeld van x tusschen twee vergelgkingen 
met twee onbekenden x en y, eene vergelgking geeft, dienstig 
om y en daardoor verder ook x te berekenen; en dat, alsy 
in de twee gegeven vergelgkingen niet voorkomt, de op de- 
zelfde wgze gevonden en alsdan resulteerende genoemde ver- 
gelgking de betrekking tusschen de coëfiScienten geeft, waarbg 
beide een gemeenschappelgken wortel hebben. Hierop wordt 
de resultante als evenredig aan het product der verschillen 
van eiken wortel der eene vergelgking met eiken wortel der 
andere beredeneerd , welk product uitgewerkt tot algemeenen 
term eene symmetrische functie van de wortels van eene der 
beide vergelgkingen heeft; door middel van dergelgke functiën 
wordt weder tot toelichting de resultante van twee vierkants- 
vergelgkingen , en ook die van eene derde-machts-vergelgking 
in verband met hare afgeleide bepaald. Dat de graad der 
eindvergelgking van twee vergelgkingen met twee onbeken- 
den hoogstens gelgk aan het product van beider graden is, 
en dat, als deze eindvergelgking een veelvoudigen wortel 
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heeft , daarbg in het algemeen eene gel^kvoudige waarde van 
de andere onbekende behoort, wordt daarna aangetoond. En 
hieraan knoopt zich een drietal N**'. vast over oneindige 
wortels; over het bestaanbare en het onbestaanbare gedeelte 
van een complexen wortel, beschouwd als afzonderlgke onbe- 
kenden; en over het — behoudens soms het teeken — on- 
veranderd big ven der resultante, zoowel by vermindering der 
wortels met eene zelfde grootheid als bg omkeering der wor- 
tels. Het bepalen der resultante door middel van den grootsten 
gemeenen deeler of, wat hetzelfde is, door vermindering van 
den graad, wordt vervolgens besproken; maar tevens het 
hierbg soms voorkomende bezwaar van het invoeren van 
vreemde factoren aanschouwelgk gemaakt door het voorbeeld 
van twee derde-machts-vergelgkingen. Vrg van dit bezwaar 
zgn handelwigzen , waarbij men uit de twee gegeven verge- 
lijkingen een lineair stelsel opmaakt, waartusschen de onbe- 
kenden te elimineeren zgn: twee dier handelwezen, te dan- 
ken aan Euleb. en aan Cauchy , worden zoowel voor gegeven 
vergelgkingen van denzelfden als van verschillenden graad 
verklaard, en brengen de resultante in determinantenvorm te 
voorschgn. Berekening, hetzg van den enkelen, hetzy van 
de meerdere gemeenschappelgke wortels van twee vergelgkin- 
gen besluit het hoofdstuk. 

Om niet te uitvoerig te worden, zal ik ten aanzien van 
het 6^ hoofdstuk »Een klasse van hoogere machtsvergelg- 
kingen, die stelkundig kunnen worden opgelost" (blz. 156 — 
175, N««. 72—77), en van het 8« hoofdstuk ^Onmogelp- 
heid, de algemeene vergelg kingen van hooger dan den vierden 
graad algebraïsch op te lossen" (blz. 202— 221, N^». 87— 94) 
niet in eene dergelgke ontleding treden als voor de voorafgegane, 
zg het ook, dat de twee genoemde hoofdstukken , in hoofdzaak 
de ontdekkingen behandelend waarmede groote Noorweegsche 
wiskundige N. H. Abel (1802 — 1829) de theorie der ver- 
gelijkingen heeft verrgkt, mg de voornaamste van het ge- 
heele boek voorkomen. Maar juist daardoor leenen zg zich 
minder tot een eenigszins beknopt overzicht, en ik verwgs 
dus den belangetellenden lezer hier liever naar het werk van 
den Heer Lanüré zelf. Alleen zij vermeld, dat het Gehoofd- 
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stuk Yoornamelgk ten doel heefb de volgende stellingen te 
bewigzen: 1^. Als de wortels eener algebraïsche vergelgking 
kunnen worden voorgesteld door o? , ê x^ d* ^ , . . . ê*^^ x , 
waarbg 6*x^==^x is, en dx eene rationale functie is van x 
en van bekende grootheden (terw:gl de notatie 6'^ x beteekent 
déx^ enz.), dan is deze vergel]gking steeds, algebraïsch op 
te lossen; 2^. Als twee wortels van eene niet-ontbindbare 
vergel^king van ondeelbaren graad steeds zoodanig van elkaar 
afhangen , dat de eene lationaal door den anderen kan wor- 
den uitgedrukt, dan is de vergel^king algebraïsch op te 
lossen; 3^. Is y(ar) = eene willekeurige algebraïsche ver- 
gel^king, waarvan alle wortels door een hunner , welken wg 
met x^ zullen aanduiden, rationaal kunnen worden uitge- 
drukt ; zgn verder 6 x^ en 6^ x^ twee andere willekeurige 
wortels , zoodat 6 x^ en ê^ x^ rationale f unctiën van a?j be- 
teekenen , zoo is de vergelgking oplosbaar , als èè^x^=6^6 x^ 
is. En wat het 8' hoofdstuk betreft — na een opzettelgk on- 
derzoek omtrent geheele en gebroken rationale functiën, om- 
trent irrationale functiën van verschillende orde, en omtrent 
den algemeenen vorm der algebraïsche functiën — komt de 
schrgver tot de stelling: Als eene vergel^king algebraïsch 
oplosbaar is, kan men aan de algemeene uitdrukking voor 
den wortel zulk een vorm geven, dat al de functiën, welke 
in die uitdrukking voorkomen, rationale functiën zign van 
de wortels der gegeven vergeligking ; welke stelling, in ver- 
band met nog een en ander over circulaire permutaties, den 
weg baant tot het bewys der als titel van dit hoofdstuk ge- 
noemde onmogel^kheid. 

Het 7" hoofdstuk, getiteld » Verdeeling van den cirkel", 
(blz. 176—201, N" 78—86) vormt den overgang tusschen 
de beide even besprokene, en bevat meer in het bgzonder 
eene toepassing van de aldaar aangehaalde 3^ stelling. Het 
strekt onder anderen ten bewiyze, dat elke gewone en ster- 
vormige regelmatige veelhoek algebraïsch te berekenen is, 
en houdt zich , ook met uitvoerige toelichting in het geval 
van den vigftienhoek en van den zeventienhoek , bezig met 
het onderzoek, wanneer zulke veelhoeken bovendien meet- 
kundig te construeeren zign. 
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Een 9' hoofdstak besluit als » Nalezing" het werk (blz. 
222—235, N««. 95—99). Zgne vijf N"^ heeten: »Bij de af- 
ronding"; »Eene benadering in eindigen vorm" (namelgk 
van de disconterings-reeks in het 2' hoofdstuk); »Neperiaan- 
sche en natuurl^ke logarithmen" ; » Reeksen, afgeleid uit de 
harmonische reeks"; en » Reeksen van Eisbnstein" (bg voor- 
beeld met algemeenen term , — ^—. ^j—. ; «r-, waarin 

X positief is, terwgl iedere m elke positieve en negatieve ge- 
heele waarde verkrggt). 

Ik vlei mig , door het vorenstaande eenig denkbeeld van 
den rigken inhoud van het besproken, m:gns inziens over 
het geheel met veel zorg en duidelgkheid gestelde, werk 
gegeven te hebben. Terwigl ik het in veler handen wensch, 
acht ik de mededeeling te dezer plaatse van enkele opmer- 
kingen van ondergeschikten aard te minder noodig, omdat 
daarvan wellicht iets zal voorkomen in een b:yvoegsel, dat 
de schr:gver vermoedelgk binnen kort ter beschikking zal 
stellen van de koopers van zign geschrift. 



MEETKUNDIGE PLAATSEN BIJ STELSELS VAN 
KROMME LIJNEN, 10.2] 



DOOB 



Dr. H. EEAMA. 



Laat men in de yergelgking eener kromme liyn een der 
parameters veranderen, dan yerkr^gt men een stelsel van 
l^nen, die alle aan een bepaalde vergeliyking voldoen. Deze 
kan men voorstellen door F(x^y)=^a^ in welke formule a 
de parameter is , aan welken men alle waarden kan toekennen. 
Zoo zal big voorbeeld ^* -|" ^^ = ^^ ®®^ stelsel concentrische 
cirkels voorstellen. 
Door differentiatie vinden w^ : 

dx IF ^ ^ 

dy 

Ti F 
Hierin geeft :r— = O de meetkundige plaats van de toppen 

C X 

ten opzichte van de X-as ^) voor alle kromme l^nen, die 

'hF 
tot het stelsel behooren; en ;-— = is de meetkundige plaats 

van de toppen ten opzichte van de F-as. 



1) Hiermede worden bedoeld de panten, waar y een maximam of minimam 
bereikt. 
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Kiezen w^' tot voorbeeld een stelsel lemniscaten, wier 
brandpunten samenvallen; deze worden voorgesteld door de 
formule 

(«*+yy-2aM**-y*)+a*=p*, 

waarin p verandert. 
Voor de toppen ten opzichte van de X-as hebben wg dus 

bggevolg ^ = en o?^ -|- j^^ = a^ ; de meetkundige plaatsen 
z:gn dus de F-as en een cirkel met den straal a. 
Voor de toppen ten opzichte van de F-as 

||=4y(^> + y») + 4a>y = 0, 

y = geeft de X-as en de kromme ** + y* + a* = is on- 
bestaanbaar. 

Is het stelsel in den vorm ƒ («9 y, a) = gegeven , dan is 

11 

di 17'-- ^^> 

en voor eiken top ten opzichte van de X-as moet ^ &= O, 

o X 

en voor eiken ten opzichte van de F-as r-=^ =0 znn. Elimi- 

neert men met behulp van /(o?, 2^,0) = O den parameter a 
uit deze vergelgkingen , dan vindt men de gezochte meet- 
kundige plaatsen. 

Een stelsel cirkels, die elkander in één punt aanraken, 
wordt voorgesteld door 

/»» — 24?a + y* = 0. 

Nu is 

^ = 2(a.-a) en ^ = y. 

De laatste vorm geeft; dadel^k y=0, dus de X-as; en de 
eerste na eliminatie a^ — 2a^-\-y^ = of ^ = ± y , bgge- 
volg de Ignen, die de hoeken tasschen de assen middendoor 
deelen. ^ 
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Is het stelsel op poolcoördinaten ^(r, <|)) = a gegeven, 
dan is 

'èF 

-~ = O stelt de meetkundige plaats voor van alle punten, 

T 

iF 
waar de raaklgn loodrecht op den*voerstraal staat, en --- = 

de meetkundige plaats van de punten, waar de raaklgn door 
den oorsprong gaat. 

1 .r-r 8tn <p -\- r COS Q — r-— «tW q) + r r— C0« q) 

dy d(p Z' dep dr 

^~^^ ' ^ ' ^ ^ Z'^ ^F . ' 

r--- 8inq> — rstnw r— - cos^ -\- r^— sin q> 

d<p J<p dr 

Voor de meetkundige plaats der toppen ten opzichte der 

Z-as moet de teller = O , voor die der toppen ten opzichte 

der F-as de noemer =0 zgn. Overeenkomstige formulen 

verkrggt men als het stelsel in den vorm f{rj(pja) = 

gegeven is. Men vindt dan voor de toppen ten opzichte van 

if if 

de X-as — ;^ «tn ^ + r ^ co« = O, en voor die ten op- 

if if 

zichte van de F-as r^ co« + r r-=^ m $ = O ; uit welke 

i(p ir 

vormen de parameter a door middel van ƒ (r , <J) , a) = O 
moet geëlimineerd worden, om de gezochte meetkundige plaat- 
sen te vinden. 

Om de meetkundige plaats van de buigpunten te vinden, 
hebben wg uit (1) 

d^y 1_ \f^,^!J^ dy\ jF / i^ F 

dx^ fijy \\ix^ '^ixiy dx) iy Kixiy^ 

\dy) .^^^^1. 

"•"dy* dx)ix\ ' 
bggevolg 

d}y_ 1_ [i^F/JFs^ i^F iFiF i^F /jFS" 

dx'^ /i^\ix'^\iy) ixiyixiy'^ iy^Kix) 

iP 

Wanneer niet ^— = O is , zoo is 

iy 
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de meetkundige plaats der baigpunten voor het gegeven stelsel. 
Is het stelsel in den vorm f{x,t/,a)='0 gegeven, zoo 
heeft men op overeenkomstige w^ze voor een buigpuut 

en vindt men dus door eliminatie van a door middel van 
/(.2?, y, a) = de gezochte meetkundige plaats. 

Van beide gevallen willen wg een voorbeeld geven. Voor 
een stelsel lemniscaten met dezelfde brandpunten is 

(^» + y»)2 _ 2 a» (^» - y») = p* - a*, 
dus 

Door substitutie dezer waarden in formule (3) komt er 

+ 64 jr» (ar* + y» — a»)» («* + 3 y» + a») = O, 
2 x^ y» [(^* + y» + a»)»-2 {(** + J/*)»-a*J + (jr» + y*-a»)»] + 
+ {x^ + y» + a*) (o;* + y» - a») |(;r» + y»)* - a» (** - y»)| = 0. 

8 a* ;r» y* +!(*'+ y*)* - a^JK^* + yT - «* (^' - y*)J = «. 
(^*+J^T K^» + yT + «*(^*-y*)J +8a*ar»y»-2aM^* + y»)*. 
. (^» - y*) - 2 a* (^* + y»)» + a* K^* + y»)» + «* (^*-t/»)J = 0; 

dus 

{(«» + 1/*)' + «* (** - «^*)l K^* + y*)* - 2a»(*»-y*)+«*l =0. 

(o?^ + y^Y + a^ (a?^ — y2^ = o geeft voor de meetkundige plaats 
der buigpunten de lemniscaat van Bebkotjilli. 

{x^ + y^y — 2 a^ (.2?^ — y^) + a* kunnen wg in den vorm 
schreven 

(*' -yT - 2aM** -y*) + a*= - 4«»y% 
en biggevolg is deze meetkundige plaats onbestaanbaar. 

Als twjeede voorbeeld zoeken wig de meetkundige plaats 
der buigpunten van een stelsel gel]ykvormige lemniscaten; 

big deze is dus - = - standvastig. De vergel^king is 
p n 

{x^ + yy - 2 a» {x-^ - y*) = (n* - 1) a*. 
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Volgens formule (4) vinden wg 
8 a* x^y* + \{x^ + ff - a*\ K^» + V^f - «* (** - ?*)! = O , 
en door middel van de gegeven rergelgking 
8a*jr»y»+f(n* — l)a* + 

+ 2 a» (> - y») - a*n(«* - 1) «* + «M** - y*)J = O , 
8«»y» + (n*-2)(n*— l)a* + 

(„4 _ 2) {x^ + y»)» _ („* _ 2) 2 a* {x' - y») + 

+ 2(^» + j<*f + (3n*-4)(^»-y*)a» = 0; 
bggevolg 

(*»+y*r+aM^*-/) = o of a« = -Ö:^*; 

dus na substitutie in de gegeven vergelgking 

(x^ + ff + 2 (*> + yT = («* - 1) {^^éf^! . 

3(^»-y»)» = (n*-l)(^*+y»)», 
of 

filial- I^^ÏEÏ 
^* + y* ~ '^ 3 ' 

en op poolcoördinaten 

De meetkundige plaat>s zgn dus rechte l^nen, die door 
den oorsprong gaan. Z:g wordt onbestaanbaar voor n* < 1 
en n* > 4, en is dus bestaanbaar voor 1 < n < V^a^; zooals te 
verwachten was. In dit geval hadden wg den gevolgden weg 

kunnen bekorten door eerst volgens (2) -7^ te bepalen, 

hieruit door den vorm /(^,y, a) = 0, a te elimineeren en 

dan -3-^ te zoeken. 

W^' kunnen ons de vraag stellen, om een stelsel kromme 
lignen te bepalen , die een gegeven stelsel steeds onder een 
gegeven hoek a sn:gden. Noemen wij den hoek, dien de 
raaklign in een punt van een kromme van het eene stelsel 
met de X-as maakt, r, en den hoek , dien de raaklgn in dat 
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punt van de kromme van het andere stelsel met die as vormt, 
Tj dau moet steeds T' = a + ^ zgn, dus* 

,^/=^^*^L. of ^= _1J^ ... (5) 
^ 1 + tgx.tgT dx^ dy, ^^ 

1 — tg OL ~- 
^ d x^ 

In vele gevallen is de vorm op poolcoördinaten eenvou- 
diger toe te passen. 

co*(r-(p,) = -^ en co* (x' - ^,) = - ^^. 

Nu moet a = t' — t zgn of öt = (t' — 0^) — (t — 0,) , 
want in het sn^punt is r^ = r^ en <Pi = ijj » ^Üg^volg 
1 drj 1 öfr^ 1 dr. 

Een stelsel rechte Iguen, die elkander in een punt sng- 
den, is gegeven door 

<Pi=A, dus d<p, =0, derhahe Ü-^ = 0; 

d T*! 

bggevolg 

na integratie 

Voor een stelsel concentrische cirkels is 

1 dr 

rj = a , dus d rj = O , derhalve — -r-~ = O ; 

bijgevolg 

1 dr, 

r, dcj), ^ 

en wj vinden 

of wanneer wg (p in tegengestelde richting tellen 

Voor beide gevallen vinden wig overeenkomstige stelsels, 
welke geheel samenvallen, wanneer de gegeven hoeken » 
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elkanders complementen z^n. Dit moet ook zoo wezen, daar 
toch het stelsel rechte l^nen door het stelsel concentrische 
cirkels onder rechte hoeken gesneden wordt. 

Is <a( = 90^ , dus heeft de snigding steeds onder een rechten 
hoek plaats, dan worden de form alen (5) en (6) 

dy^^_djs^ en 11^ = _!JL^ (7) 

Hebben wg een stelsel ellipsen of hyperbolen , waarbg de ver- 
houding der assen gelgk tgij is, dan ziyn deze stelsels gegeven door 

In de sn^punten is x^ = a^ en y^^^y^^ en dus voor de 
stelsels, die de gegevene onder rechte hoeken sn:gden, 

p^ = ±y^cotg^n of ^ = ±^e^».. 

d x^ x^ x^ y^ 

Door integratie vinden wg voor het stelsel, behoorendeb^ 
de ellipsen 

x= Cy^9^^ 
en voor dat bg de hyperbolen, xy^9*^ = C. 

Is in den eersten vorm tg^ if meetbaar , dan bestaat het 
stelsel uit parabolen van hooger graad. 

Zig gegeven een stelsel cissoidén, die dezelfde assen en 
dezelfde spits hebben, dus 

rj = 2 a «in $1 . /^ $, 

Door eliminatie van a vinden w^ 

\ dr. ^ 14-co«^$, l + co«^$, 
-— !- = coixi 0, — ' — 5 = —r-^ ; 

en b^gevolg voor het gezochte stelsel 

1 dr^ sin cp^ cos 0^ . 

r^ d(p^ l + co8^q>2 ' 

dus na integratie 

of, op rechthoekige coördinaten overgebracht. 

Deze kromme is van den vierden graad en symmetrisch 
ten opzichte van de assen. 
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Voor <p = 0^ is r = eV2; voor (p = 90° is r = c; 
voor <p = 30® is r = 1 <5 V/? ; voor $ = 45° is r = ic Vs; en 
voor <p = 60° is r = | c v/5 ; de kromme is dus gemakkelgk 
te construeeren. Buigpunten heeft zg niet. 

Het oppervlak O is gelijk aan viermaal 



2^ 



' 3 , 
o 4 



1 Tt T ri T 

en dus 

3 
2 

In het algemeen geeft dit onderzoek kromme l^nen van 
weinig bekendheid; bg voorbeeld bg 
yj» = 2 p ^1 — (1 — e^)x^^ \€ veranderlykj behoort 

^2* ^2^ = ax^^-{'b^ [b veranderlijk J; 

^1 = ^ , — :;r J* veranderlnkj behoort 
* 1 + f co« (pi ^ * 

]7 = r^ «in (pjj {6 veranderlijk |; 

r^=a^^ [a veranderlgkf behoort r^e^^** = b [b veranderlyk|; 
r, Cpi = a {a veranderlgkj behoort r^ = bei^** [b veranderlgkj. 

In vele gevallen is de integratie niet uit te voeren. 

Het volgende geval moge iets uitvoeriger behandeld worden. 
Het gegeven stelsel bestaat uit cirkels met denzelfden straal 
p beschreven, en van welke de middelpunten op een rechte 
Ign liggen; dus 

bggevolg 

dy^^Vy— y^ duS^=--^J?=, 

da:, 2/1 ' dx^ ' ^p^-y2^ 
of 

dx^ = — —L ël. dvn. 

Stel y^=p8in^, dan is dy2=pco8\p d\pj 
en 

C08^ t^ 

dx^ = — p —, — r d fp. 
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De integratie geeft 

= — Itg \\p — co8\l/. 



^2+C. 



P 

B^ het onderzoek dezer kromme kunnen wy het teeken 
omkeeren en de standvastige weglaten; want deze geeft slechts 
een verschuiving van de Y-as. 

t/ = O voor sin \p = ^ dan is ^ = 00; 
y =:p voor sin -^^ = 1 , dan is ^ = 0. 
De l^n der middelpunten is asymptoot, en de kromme heeft 
een keerpunt op de gemeenschappelyke raaklign der cirkels. 
Het oppervlak tusschen de kromme en de asymptoot is gelgk 

bggevolg gel]yk aan het halve oppervlak van een der cirkels. 
Uit de vorm der vergeligkingen laat zich verwachten , dat de 
kromme een cycloidale l:gn, voortgebracht big de rolling 
eener kromme Ign langs de \^n der middelpunten, zal zgn. 
Het stuk der normaal tusschen de kromme en de richil:gn is 

r = ptg\p, 



en 



bflgevolg 



dus 



dx^ r dep 



dr 



De liyn, die dus langs, de Ign der middelpunten moet 
rollen is de hyperbolische spiraal, en de oorsprong ishetbe- 
schr^vende punt. Het punt op de raakl:gn wordt big een 
eindige snelheid in oneindig grooten tgd bereikt. 

Zyn de vergelgkingen van twee stelsels , die elkander lood- 
recht sngden, 

dan is 

^ = ^iZ:iZ en ^ = - — :— . 
dx^ ^ ^i ^Vx ^ ^2 .^«^2^2/2 
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Na moet volgens (7) 



zga, dus 



(8) 



da?i "" dy^ 

Is nu ^r — = o , dan is ook ^- — = O ; en voor -r — = O, 
»a?i dy^ Jy, 

. 'è F' 

is ^ — = O ; wat ons leert , dat de meetkundige plaats van 

o Xn 

de toppen* ten opzicbte van de X-as in het eene stelsel bg 
het andere de meetkundige plaats is voor de toppen ten op- 
zichte van de F-as. 

Door differentiatie van (3) naar x^ vinden wg 

dx{^ »yi ixi dy^ d^, j 'Uj/i/ "" 

_ dy, jyj^ -bF' d^F' ^r 



en naar y^ 
j i^F 

hxj Jyi 



dx^ jdyj^ d^j S^a^ya ^^2 
dyi dy^^ d x^\ '{dyj "" 



'(L:)' 



c2 «j 



j^F' »i?* 






■\J)«,/ 



iF 



J«j Jy, d«j 

Wg vermenigvuldigen den bovensten vorm met -^ — 

dyi 



en 



den ondersten met ^r — en tellen op. 
d ^1 

^* ^ })'^F iF TtF 



[j^F/iFV 

dxi j d«2^ X^J/i/ 



ix^ Jyj J.2?i 3y, 

' 2 ^^^^ ?LZ m 
da?j Syj d^2 dy^ 



f 



+ dy,2 Ua?J I '\èx^)' 
Bg deze afleiding is (8) gebruikt, en verder is toch volgens (7) 
dy^ ^ dx^ 
d x^ dyi 

Uit de formule* blgkt, dat wanneer voor het eene stelseil 
een meetkundige plaats voor de buigpunten bestaat, deze 
tevens de meetkundige plaats voor de buigpunten van het 
andere stelsel is. 
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Gebruik makende van de formule (7) , kunnen wg op een 
eenvoudige wgze aantoonen, dat, wanneer het eene stelsel 
de formule 

rj» = a» C08 n Cpj 
heeft , dit stelsel onder een hoek » gesneden wordt door een 
zelfde stelsel, wanneer de assen van beide stelsels een hoek 

- a met elkander maken ^). 
n 

en dos daar rj = r, en <pj = (J), in de sn^punten is ; 

r,^ l-tg»tgn<p *9in<P. + c^), 

dr^ dn0^ 

r^ ~ cotg{n<p^ + a)' 
dus 

^2* = C» C08 {n 02 + *)• 

n kan alle waarden hebben. De meest voorkomende z^n ; voor 

n=l, cirkels, die elkander in één punt raken; 

n = — 1, evenwgdige rechte lignen ; 

n = 2, lemniscaten van Bbenoüilli met denzelfden oorsprong; 

n = — 2, gelgkzgdige hyperbolen met dezelfde asymptoten ; 

^ = |, cardioïden ; 

en 

n = — I, parabolen met hetzelfde brandpunt. 

De formulen (5) en (6) kunnen ons helpen om, wanneer 
twee stelsels gegeven z^n, de meetkundige plaats van de 
punten te bepalen, waar de sn^ding onder een bepaalden 
hoek plaats heeft. Daartoe schrigven wig de formulen in den 
vorm 

^__^ 1 d r^ l dr^ 

tg a= ^'^i ^"^2 ^ ^2 d<p^ r^ dcp^ 
1,^^ ^ ,1 i dr, dr^ ' 
da, dx^ r, r^ d(p, d 0^ 



1) MüUSLiNO. Dissertatie. Groningen 1870. BI. 81. 
N. A. V. W. 2e E. Dl. I. 
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Nemen wg tot voorbeeld twee stelsels rechte l^'nen, die 
elkander in een punt snigden. Z:g de afstand der beide sng- 
punten =26, dan is het eene stelsel y^ = -4 {x^ + 6), en het 
andere y^ = -B (x^ — b) ; 

P^ = A ^ en p. = B = -^. 

a x^ a?j -)- 6 a x^ x^ — o 

Voor de meetkundige plaats is Xy^ = x^ en y^=y^; dus 
, __ 26y 

of 

^^ "f" y^ — 6^ = 6 y co^^ «. 

Deze meetkundige plaatsen z^n dus , zooals w^ verwachten 
konden, cirkels, die door de snijpunten gaan. 

Voor tweede voorbeeld kiezen wg twee stelsels confocale 
lemniscaten , die denzelfden oorsprong hebben , doch waarvan 
de Ignen , die door de brandpunten gaan , loodrecht op elkan- 
der staan. 

Voor het eene is 



en voor 

dus 
1 rfr, 


r^^ — 2 a^ r,^ cos 2 <p, =p,'^ — a* , 
het andere 

a^ sin 2 <J), ^^ 1 dr^ c? sin 2 $2 


In het 
dus 


rj^ — a^ cos^ $1 r^ d(p^ r^^ + d^ cos 2 Cp^ 
sngpunt is weer r^ = r^ en <J)j = (J)^ , 

2 a^ r^ sin 2 (p 




*3»- r4_„4 ' 



of 

r* — 2 a^ r^ coi^gr a «in 2 Cp = a*. 

Deze meetkundige plaatsen z^n dus ook lemniscaten, doch 
de assen maken met de oorspronkelijke assen hoeken van 45^. 

Voor het eene stelsel kunnen wig een stelsel rechte l^nen 
nemen, die door een punt met de coördinaten a en frgaan, 
en de meetkundige plaats zoeken van de punten, waarin de 
kromme Ignen van een ander stelsel onder een hoek a 
gesneden worden. Het stelsel rechte l^nen is gegeven door 
de formule 
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(x. ^ a) tg A = y. — b dus ^^ = ^^ ~ ; 
en wg vinden dus 

tff a = -^ — -• 

Is « = 90° , — dat wil zeggen , de rechte Ignen zgn 
normalen voor de kromme Ignen, — dan moet 

zgn; voor a = 0°, — dan raken de rechte Ignen aan de 
krommen van het stelsel, — is 

(j,_6)_(^_a)^ = 0. 

Uit beide formulen blgkt, dat er aan voldaan is, door 
a! = a en y = b; bggevolg gaat de gezochte meetkundige 
plaats door het gegeven punt. Wat de kegelsneden betreft, 
zgn deze meetkundige plaatsen door Sohlömilch onderzocht. 

Heeft men twee stelsels, die elkander rechthoekig snigden, 
en een punt, waardoor de rechte Ignen gaan, dan is na- 
tuurlijk de meetkundige plaats voor de normaalpunten van 
het eene stelsel eveneens de meetkundige plaats voor de 
raakpunten in het andere. 



1) Sohlömilch, Zeitschrift. Bd. XXIII. S. 837—839. 



OVER HET QUOTIENT VAN ï^EE RUIMTE-VECTOREN, 



EN 



OVER EEN QUATERNION, [B12d] 



Dr. Th. B. VAN WETTUM^. 



1. Een w^gze om te gemoet te komen aan de bezwaren, 
die van verschillende z^den geopperd zyn tegen m:gne be- 
schouwingen, inzonderheid met betrekking tot de theorie 
der quaternions, is, door alsnog aan m^n onderzoek een 
vorm te ontleenen voor het quotient van twee willekeurige 
vectoren in de ruimte. Daarna doe ik zien , hoe een tusschen- 
plaats kan worden ingenomen door een soort quaternion 
als stelkundig symbool van een vectoren-verband. 

2* Om tot genoemden vorm te geraken, brengen w^ een 
willekeurigen eenheidsvector (o?, y, ^r) in verbinding meteen 
vasten eenheidsvector , waartoe w^ in staat z^n door het ten 
grondslag leggen van een vast coördinaten-stelsel. Ten behoeve 
der symmetrie kiezen wg voor vasten vector dien, welke 
met de positieve richtingen der drie coördinaten-assen gelyke 
scherpe hoeken maakt : b^ onze w^ze van voorstellen is deze 
(f, f, e) , zoo € de volstrekte waarde van 1 l/3 voorstelt. 



1) Dit stnlge werd in 1892 aangeboden, maar konde eerst in November 1898 
worden opgenomen. D. B. d. H. 
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3. Om nu in de vergelgkingen 

{x, y,z) = Q (o, 6, o, d) (f, é, f ) (1) 

a , & , c en (]{ te bepalen , binden w^ k^ , ^^ ^^ ^3 ^^^ ^^ 
voorwaarde, dat de pyereenkomstige as van wenteling zal 
liggen in het vaste vlak, door den oorsprong loodrecht op 
den gekozen vasten vector gebracht. 

Deze voorwaarde wordt 



coah^ + coB Aj + co« ^3 ^ O , 



of 



en men vindt gemakkelgk 



a^coap 



bssssinp . coak^ = 



3f 



c =8inp • C08 Aj = — ö — 1 



(2) 



d=i8inp . C08 A, = ^^r — , 
^ ^ 3f 

Men overtuige zich door een eenvoudige bolbeschouwing 
van de juiste keuze dèr teekens. 

4* Voor eiken eenheidsvector vinden wg dus 

en omgekeerd 

zooals gemakkel^k uit de wgze van samenstelling van den 
matrix Q volgt. 

Aldus zign w^ in staat, door middel van den vasten vector 
(f, f, e) twee willekeurige eenheidsvectoren met elkaar in ver- 
binding te brengen. 

Wg vinden toch uit de twee stelsels vergel^kingen 

{^i^yv^i)-Q[ — 37 — ' -37-) -^— ) -^r^;(^»*iO» 
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en 






het nieawe stelsel 



(*»,y„^i)-Q^ — 3^^ ' "TT ' -IhT' -87-; "" 

tt. In aanmerking nemende, dat 

<3(a, 6, c, d) • <3(o. — 6, — c, — d) = Q(l, O, O, 0) = 10 

10 
1 

is, en das eenige grond bestaat dit product als nietven- 
telaar één te noemen, komt men er toe te schreven 

Q (a, — 6, — c, — d) 
en ook omgekeerd 

Q (a, b,c,d) = 



Q{a,b,e,d) ' 



(4) 



Onder het noodige voorbehoud kan men dus uit het ge- 
vonden stelsel vergeiykingen symbolisch besluiten tot de 
volgende : 

(«i.yi.«i)~ V 3' ' 3f ' 3« ' 3« / 



^ V 3^^ ' ~3^ ' ~3T~ ' "37";' 



öf 



(^»yïfi£i)_ \ 3g 



'^»+y»+gt «ï— yi ^>— gj Vi—fi 



Ze 



3f 



^^) 



..(5) 



^\ — 31 — ' -37- ' ~3l-' ~Tr) 

waarmede de gewenschte qaotient-Yorm is verkregen. 

Het is een radiaal yectoren-qaatient, en hangt, door de 
betrekkingen 

V+yi*+^i*=V+y,'+V=i. 
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nog van vier onaf hankel^k yeranderlgke grootheden af, zoo- 
als ook zgu moest ^). 

O. De quaternion is ook als vectoren-quotiënt begonnen; 
maar Hamilton heeft terstond z^ne bepaling van gel^kheid 
van twee vectoren-quotiënten gegeven , waardoor hg voor een 
radiaal vectoren-quotiënt een uitdrukking met maar drie on- 
afhankel^ke grootheden vond. 

Laat ons zien, wat daarvan naar onze w^ze van beschou- 
wing wordt; en keeren w:g daartoe terug tot den vorm Qq 
van onzen matrix Q, namelijk 



Qo = 



a 

d 

— e 



■d 
a 
h 



(6) 



Wfl vonden de vergeljkingen 

(•»2> Vv ^2) = Qo («j *i ^» ^ (•»!» yi » ^1) » 
onder de voorwaarde 

hx,+cy,+dz,=Q (7) 

Stellen wg deze laatste in verbinding met de drie voor- 
gaande, dan krggen wg vier betrekkingen, die wg schrgven 
in den vorm 

(0,^2,2/2,^2) = 



O, 



«1» 



O, 



^1' 

O, 



■Vt 
O 



(a, h,c,d). (8) 



yi. —«1. 

Daar de determinant op dezen matrix 

blgkt te zgn, lossen wg a, 6, c en c? op en vinden ge- 
makkelgk 



1) Zooals hier de afleiding is geschied, hangt ook een radiaal quotient nog 
van vier onaf hankelgk- veranderlijken — , —, — , —af, wat ook meetkundig 

OTj *i ^1 ^a 

a priori is te zien. 
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^.*+y,* + V 



j_ ^iyi-^»yi 

9. Wg hebbeu das in de vergelgkingen 



(9) 



(^21 2^21 ^l) = 



(«i.yp^i)' 



a — d c 

d a — 6 

— e b a 

voor de waarden (9) van de elementen van den matrix een 
identieken vervormer van den ruimte- vector. 

Het komt m:g gevaarlek voor zoodanige uitdrukking een 
operator te noemen ; maar afgezien daarvan moet toch Dr. van 
Elfbinkhof in het belang z^ner eigen redeneering loslaten 
zgne vermeende volmaakte overeenstemming van Qq en een 
quaternion. 

Welken vector (^j, yj, z^) ik ook aan de bewerking, aan- 
geduid door Qq, onderwerp, men kr^gt alt^d één bepaalden 
vector, hoewel ik in het algemeen niet zou durven aan wgzen, 
hoe die door eenvoudige meetkundige constructie gevonden 
wordt. 

Op de tweede bladz^de der » Opmerkingen** heet het, dat 
de operatie q op een vector a in het algemeen een quaternion 
tot product geeft. Hoewel m^ dit niet duidel^k is, en ook 
op de laatste bladz^de alleen wordt gezegd, dat q x doodeen- 
voudig geen draaiing is, zeker is het dat Qq en q hier ge- 
heel niet overeenstemmen. 

8. Eenmaal ingezien hebbende, hoe de vergel^kingen 



en 



(«1. y»» «2) = 


«» 


-d. 


"i 




d. 


«ï 


-h 




— c, 


*» 


«1 


(^i»yi.^i) = 


«1 


-d, 


Cl 




d. 


«1 


-h 




— Cl 


6, 


«1 



(^oj yoj ^0) 1 
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als identieke veryormers in de ruimte dienst kunnen doen, 
besluit men gemakkelyk tot 



^2^l"l~^2^1 '4~^2^1 » — ^2^1 "l"'^2^1 — ^2^1 ' ^2^1 "" ^2^1 "" ^2^1 

~^2<^i+Mi ~"^2<^i> <^2^i+*2^i+a2^i» —c^q — ijftj — a^aj 
Met behulp der betrekkingen 

«3 = — a« Oj ^2 ^1 ^2 ^1 ^2 ^1 ' 

63 = — a^ 6, — 62 Oj — Cj dl + d^ Cj, 
C3 = — a^ Cj + &2 ^1 "" ^2 «1 -" ^2 *P 

^3 = "~ ^2 ^1 "" *2 ^'l + <'2 *1 ■" ^2 ^» 

wordt dit 

(^2»y2»^2)= 03+^2*1» ^3 + *2<^n --<^3+*2^1 

-dj + Cj6i, 03 + ^2 Cl, 63 + 02^1 

«3 + ^2^1» —^3+^2^1» «3 + ^2^1 

dus door de bekende betrekking 



(^o^yoï^o)* 



^0» J^o' ^0)^ 



{^2^ y 21^2) = 



d. 



h 



v^o» Voi ^0)» 



met andere woorden symbolisch 



h -^2 



d2 



— Co 



«2 -^2 

62 a^ 



X 



dl 



-dl 

«1 

*1 



-61 



— c. 



-d. 



-i. 



zgnde juist wat Hamilton bewast met zgn produkt van twee 
quaternions in den vorm 
(aj + b^i + cJ-{- d^k) {a^ + b^i + CJ + d^k) = a^- b^i- cj-d^k. 

9. De uitkomst dezer laatste vermenigvuldiging wordt ver- 
kregen met behulp van de bekende betrekkingen naar Ha- 
milton, als b^voorbeeld 

tj= k. 

Toetsen w^ deze, steeds tot overtuiging, aan onze uit- 
komsten. 

Wfl vonden 

y = 



1 


. k= 





-1 


10 




1 





10 







1 
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Zal nu ij (a, b, c) = k (a, &, c) z:gn , dan moet te gelgk 
c = — b en b = c 
zgn, das 

b = c = 0. 

De formule ij = A geldt dus alleen , wanneer de gewentelde 
vector in de ^-as ligt, en evenzoo voor de overige formulen; 
men kan zich ook hiervan gemakkelyk overtuigen. 

De kunstmatigheid der stelkundige theorie der quaternions 
springt hier mijns inziens steeds duidel^ker in het oog. 

10. Ik heb onduideligk m^ne bedoeling geuit aan het slot 
van 31 en in 22 van m^n stukje (in Dl. XYIII), waar ik 
daar sprak van een betrekking tusschen bj c en d^ die in 
Qq voorkomen. 

Er is daar blgkbaar verwarring tusschen 

Qo= CL — d c 

d a — b 
— c b a 
en 

^0 = a + 6 1 4" ^y "I" ^ *• 
M^ne bedoeling aldaar was eenvoudig deze: zal ik met 
den vereenvoudigden matrix bg voorbeeld (3, 4, 5) kunnen 
wentelen, dan moet in dien matrix 

36 + 4c + 5rf = 

zgn. Dit is de genoemde tweede betrekking. 

Het zal dan ook niemand verwonderen, dat ik eerst ge- 
loofde, werkelgk de identiteit van Qq en q^ te hebben be- 
wezen. 

11. Ten slotte zg het, ook Dr. van Elprinkhop, geble- 
ken, dat ik geen aanval heb ondernomen tegen het meet- 
kundig gebruik van de quaternions, al zal dit ook mogelyk 
hier en daar een kleine w^ziging moeten ondergaan. Het 
begin van mgn eerste stukje (Dl. XVII) geeft; duidelgk aan, 
dat ik van den aanvang af het oog heb op de stelkundige 
gronden der theorie. 

Waar ik gaarne met Dr. van Elfrinkhop de vereering 
van Hamilton en z^n werden deel, mag ik hem verwijzen 
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naar Dl. I van dit Tgdschrifb en naar gezaghebbende leer- 
boeken der algebra, zoo in Nederland als in Engeland, waar 
beweringen over quaternions bestaan, die tegen alle gezond 
verstand indruischen, opdat hy met mig de noodzakel^kheid 
inzie van een juisten en begrypel^ken stelkandigen grondslag '). 



1) Een korte maar zaakrgke afleiding ran de grondalagen der theorie ?an 
Hamilton is in bewerking en zal eerlang het licht zien. 



DE VERGELIJKING Vp(pf = 0, [BUd] 



DOOR 



Dr. L. VAN ELFRINKHOR 



A. Algemeen geval. 

Wanneer (p p een lineaire vector-functie van een verander- 
leken vector p voorstelt, die voldoet aan de eigenschappen 

en de daaruit afgeleide 

0(x(p) = js0 p^ 
dan doet zich dikwgls de vraag voor, wanneer of de functie 
cp den vector wel van grootte, maar niet van richting doet 
veranderen; met andere woorden, wanneer is 

Vpq>p = (1) 

Deze vergelgking treedt op b:g het zoeken der hoofdassen 
van een quadratisch oppervlak, bg vraagstukken van werk- 
tuigkunde en natuurkunde, enz. In het groote werk van 
Hamilton > Elements of Quaternions" vindt men in de 
§§ 353 — 356 wel het een en ander, dat ons op weg kan 
helpen en een paar bgzondere gevallen van oplossing, doch 
geen afgeronde theorie. Tait (An elementary Treatise on Qua- 
ternions) bewgst slechts twee eigenschappen van die verge- 
liking voor het geval (p p zelfverwant is , en het overigens 
helder geschreven werkje van Laisant > Introduction a la 
methode des Quaternions" is in z^ne beschouwingen van 
deze vergelijking op sommige punten foutief, en bovendien 
onvolledig. 



(3) 
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Mign doel is hier de volledige theorie te behandelen. 
In de eerste plaats schrgven w^ voor de Yergel:gking (1) 

of 

waarin g een zekere scalar voorstelt. 

De theorie der vergelgking <J;p^y, medegedeeld in deel 
XIX van dit t^dschrift, kan op deze vergelgking toegepast 
worden. Daar nu het tweede lid der vergelgking nul is, 
hebben wy slechts met dat bgzondere geval te maken. 
Geven w^ voor het geval ^^ = O in het kort de uitkomsten 
van dat onderzoek aan >). Stelt $' p de verwante functie van 
cp p voor, dan z^n , evenals toen , 

^|^ VfAv= Vcp' fiCp'v, 

XVflV=V{fA0V — V(pfl), 

mSXfiv = S(p'X(p'fA0'v, 

m' SX(i,v = S{X(p' (A(p'v + /CA (p' y (p' A + vCp'ACp», 

m" 5 A AA V = 5 (a* V Cp' A + V A (J)' AA + A /CA <p' v). 

Is nu geen der scalars m, m', m'^ nul, dan is de eeuige 
oplossing der vergelgking cj) p = O 

mp = 0, en dus p = 0. 

Is wi = 0, dan herleiden de operatieën cp en (p' alle vec- 
toren tot twee bepaalde vlakken, terwgl de operatieën ^ en 
yf/ in dat geval alle vectoren terugbrengen tot twee rechte 
l^nen, zoodanig dat de Ign tp' o- _L cp o- en ^ (r ±,(p' (r staat. 
De oplossing van de vergelgking $ p = O , is nu 

p = ^(T. 

De waarden van m^ en m" doen nu niets ter zake. Isna- 
melgk m' = O , dan is 

want 

5 1^' er tp er = 5 o- t(;^ (7 = 5 er (m' tp er — w" \^ Cp o- + t/; Cp^ er) = 
= S y {m \p <r — mm^ ff -\-m(p ff), 
en dus, omdat m = 0, 



1) In dsel XIX bis. 136, 9e regel van onderen staat x^q, men leze x^^^, 
eit bladz. 139, 7e regel van onderen staat ^p = O, men leze 4^p = 0. 
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zoodat als m' = O is , \p^ <r ±,\lf <r komt te staan ; maar dit 
verandert niets aan de oplossing. Is echter de functie zelfver- 
want , dan vordert m' = O , dat S {tp o-)^ = is , en dus voor 
iederen vector \p (r = 0. 

Is in het algemeen , zelfverwant of niet , de functie ($, en 
dus ook 0\ een zoodanige , dat tp o- en i^' <r voor iederen 
vector nul worden, dan herleiden de operatieën ^ en (p' 
iederen vector tot bepaalde Ignen, die respectievel^k lood- 
recht staan op de vlakken, waartoe alsdan x^ en ;^ alle vec- 
toren herleiden; en dan zal 

zgn, en dus 

m' = m == 0. 
De functie cp, die in het algemeen aan de vergeligking 
m p — ni ^ p -\- m!^ 0^ p — ^' p = O 
voldoet, voldoet nu aan de quadratische vergelgking 

m p — m" cp p -]- Cp^ p =r O , 
of, omdat m' = is, 

w"a)p — (J)^p = 0; 
en de oplossing der vergelgking cpp = is nu 

z^nde dus iederen vector gelegen in een vlak icp'o-. 

Is in dit geval w" = 0, dan verkrggen wg wel nieuwe 
loodrechte standen van (p o* en <p' o- en van % o- en %' o- , maar 
geen andere oplossing. 

Alleen als (pp steeds nul is, is natuurl:gk omgekeerd p 
onbepaald. 

Ten einde nu de toepassing te maken op onze vergel:gking, 
moeten w^ al, wat van (p p gezegd is, nu overbrengen op (0 —g)p. 
Ter onderscheiding gebruiken wg nu kapitale letters voorde 
hierby optredende hulpfunctieën en scalars. 
De verwante functie is ((p' — p) p , want 
Sp (Cp'- g)ff==Sp0' (T—gSp o-ssSo-cp p—g Sa p=:S7{(P'-g)p. 

Dan is 
T F/eti/= F((p' -flrHcp' -flr)v==== F$> <p'v -«flr r(AtCp^ - v<p>)^^ 
en dus 
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'¥p = ^p — gXP-\-ff*p, 

Xp = %p — 2gp, 
X'p = x'p-2gp, 
M= m — m' g-\-m!' g^ — ƒ , 



dM 



if = »»' — 2m"^ + 3 ƒ = — -^ , 



dg-' 



(4) 



De vergel:gking Vp(p p = Oo{{0 — ^) p = O, bevat , behalve 
den onbekenden vector p , nog den evenmin bepaalden scalar 
g; en dus, behalve door p = 0, wordt er aan voldaan door 
te nemen 

of 

g'-fn"g^ + fn'g^m = 0. . (5) 

Deze derdemachts-vergelgking heeft één of drie bestaanbare 
wortels. Noemen we die wortels g^, g^ en g^, dan splitst 
van nu af de vergel^king zich in het drietal 

i<P-ffi)Pi = 0, (<P-?2)P2 = 0, {0-g,)p, = O; 
en daar nu ^^ g^ en g^ verder bekende grootheden zgn, 
z^n de oplossingen 



Pi='i'i^ = ^<^ — ffiX^ + gi' 



(6) 



Pj = ^2 o- = tp o- — ^r^ ;t; (T +^j^ (T, 

Zy kunnen nog op andere wgze gevonden worden, want 

= tnf' cp 9" — m' (T -\-^ff-\-gi0ff — m"^ff-\- 
+ m" cp o- -f- fnf ff — ^" gi ö" + S'i^ ö* = 

=-^(^ — 9iX^ + 9i''^7 
en dus 

^,(r = {(p — g^){(p-g^)cr, \ 

^^7 = {(p^g,){(p'-g,)cr, (7) 

^s^ = {^-9i)i<P-92)^^ ) 
Uit dit drietal volgt , daar {Cp — g^)'¥^<r = M^(r = is , 

{<P-9i){^-92){^-9s)^ = ^ (8) 

Uit dit alles volgt, dat in het algemeen een der operatien 
^—g een willekeurigeu vector tot een bepaald vlak terugbrengt; 
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voegt meD een tweede operatie toe , dan wordt de vector tot 
een Ign teruggebracht ; terwgl de opeenvolging der drie ope- 
ratieen iederen vector vernietigt. Bovendien sn:gden de vlak- 
ken (cp — fl'i) o* , {<P — 92)^ ®^ (^ — ^3) ^ elkaar volgens de 
lynen T| o* , ^2 ^ ®^ ^3 ^ > ®^ evenzoo sngden de vlakken 
(^' — fl'i) ^ » (^' — 9i) ^ ®° (^' ~ 9z) ^ elkander volgens de 
Ignen T/^, V/o" en Tg'o*. Het tweede stelsel is de pool- 
drievlakshoek van het eerste. De richtingen Y noemt men 
de hoofdrichtingen der functie (p. 

By onbestaanbare wortels treden imaginaire vlakken op, 
wier sngl^n reëel blgft. 

1* Voorbeeld. 

<p' p=<p p^ 

m = »^(3^Sx(3, m' = — «2/32, w" = — 5«/3, 
XP = — (3Sap — aS0p, 

g,=-Scc(3,'g^=Tc^0, g, = -^Tx0, 
p^=Va(3S(rcc(3, 

P3 = jS (/3 « — TjS «) S« (T + « (« /3 — T« j3) S/3 o-, 
2« Voorbeeld. 

(pp= Vcs 0p^ 

(p'p=V(3<Kp, 

ybp = a^(3^p + 2(3Sx(iSxp — »^(3S(3p-'(3^(tSap, 

XP=Vpxl3 + pScc(3, 

m = «2^25«/3, w' = 2(S«i3)^ + «2^% m" = 3S«/3, 

g^.^Sg^Sxl3+{2{Scc(3)^ + a^(i^g — x^l3^Sx0 = O, 

{g-ScclS){g^-2gSx_fi + c,^l3^) = 0, _ 

g,=Sx0, g^ = Sj.p+Txl3.\/-i, g, = Sxff^Ta(3.\/-^i, 

P2 en P3 zyn complexen, dus bivectoren. 

Is de oorspronkel^ke functie een zoodanige, dat m==0 is, 
dan kan aan de vergelgking cp p = O voldaan worden door de 
langs een vaste l^n gelegen vectoren t^o-, die echter geen 
nieuwe oplossingen geven aan de vergelgking Vp(pp = 0; 
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want ait het voorgaande bl^'kt, dat de cubiscfae scalarver- 
gel^king (5) de gedaante 

aanneemt, en das alsdan een wortel (^r^ == O heeft. Sabstitaeert 
men dit in de vroegere formulen, dan ziet men, dat het 
stelsel Ignen en vlakken V (t , '«F' (t , (cp — jr) o- en {(f! — g) ö", 
bg dien wortel behoorende, samenvalt met het stelsel , dat 
bg de oorspronkelgke fantie behoort. 
3« Voorbeeld. 

0'p= Vps, 

^p = — eS£p, xp = —Vtp^ 

m = 0, m' = — £% m" = 0, 

g^-P^ = {^, _ 

5rj=0, gF.^r*. V/-1, g^ = — Te.\/^i, 
p^=^6Si(r, p^ = {i+Ti.x/'^)V6a, p^ = (i^Ti.\/i:i)ri<r. 

B. Oelijke wortels. 

Heeft de cubische vergelgking gelgke wortels, bg voorbeeld 
g^ = g^ , dan valt het vlakken- en Ignenstelsel , dat bg den 
wortel g^ behoort, samen met dat, hetwelk bg den wortel 
g^ behoort, tot een dabbel stelsel. 



Daar 



iz = 3 — en 2 M = , ^ 

dg dg^ 



zal, indien g^^^g*^ is, en das i/=0 een dabbele wortel 
heeft, voor dezelfde waarde van g ook i/' = worden; en 
das is dan 

Volgens het hierboven gezegde (zie bladz. 77) staan in 
dit geval Tj o- en Y'^ o* loodrecht op elkander, en dus even- 
zoo de vlakken ^ — g^ en $' — g^. De drievlakshoeken gaan 
door samenvalling van twee zgvlakken over in tweevlaks- 
hoeken met een dubbel vlak en een dubbele ribbe. De dub- 
bele ribbe van den eenen staat loodrecht op het dubbelvlak 
van den anderen, en bovendien staan de beide dubbelvlakken 
loodrecht op elkander. Er zgn nu maar twee hoofdrichtingen 

N. A. ▼. W. 2e R. Dl. !• 6 
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meer, namel^k p, ^ Y, o- en p, = Y j ff , waarvan de tweede 
als dubbele telt. De yergelgkingen (7) en (8) worden na 

Pi = {(p — 9i)i<p—9i)<^y (ö) 

Dus ook nu herleidt één operatie cp — g iederen vector 
tot een vlak; twee opeenvolgende iederen vector tot eene 
Ign; terw^l drie opeenvolgende iederen vector vernietigen. 

Heeft de vergelgking drie gelgke wortels, dan is er maar 
één (drievoudig) vlak {<p — ^) o* , dat loodrecht staat op T o-, 
en één (drievoudig) vlak (cp' — ^) o- , dat loodrecht staat op 
Y a. Daar nu tegelgkertgd if" = is, staan beide stelsels 
loodrecht op elkander. 

De oplossing van de vergelgking Fp(pp = is nu 
p = ^F(r = tP(r — ;5f%(r + /(r; 
en de vergelgkingen (7) en (8) worden 

P = {<P — 9f<^i 
((p-fffcr^O. 

Ook kunnen twee gel^ke wortels optreden, indien van 
de gegeven functie 0p==O, zoowel m als m' = zgn; in 
welk geval het dubbele stelsel samenvalt met het stelsel van 
de vergelgking (pp^=sO, terwgl de andere wortel zgn eigen 
a&onderlgk stelsel bezit. 

Is bg de oorspronkelgke functie tevens m" = O , dan zgn 
alle wortels van de cubische vergel^king nul; en er is maar 
één richting, die aan de vergelgking Fp(pp = voldo9t, 
en deze voldoet tevens aan de vergelgking (pp = 0. Nu zgn 
(7) en (8) 

$3^ = 0; 
zoodat nog steeds ééne operatie een willekeurigen vector tot 
een vlak, twee opeenvolgende den vector tot een Ign her- 
leiden, en eerst drie opeenvolgende den vector vernietigen. 
4' Voorbeeld. 

Cp' P = (3iSx^p-\'fi^S»^p, 
^p = — VI3,l3^Sx,x^p, 
^'p = - Vx,cc^SI3,(3^p, 
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m = 0, m' = 5.F«,«, F/3,/3,, m" = SK ft + «^/J^), 
(7*-m"(7^ + in'(7^0^__ 

(7,=0, (7„3 = i(m"±V/m"»-4fn'). 
Is nu 

dan zgu 



p^ = Y^ er = T^ (T = — Fft ft 5«i ^ (T , 

= ^5.F«i«, Fftft- Fftft5«i«j^ — 
- I F(ft Va,^ + », Fft O 5 (ö, ft + «, ft). 
Als daarentegen Va^»^ loodrecht staat op Fft ft, dan 
is m' = O , en dus 

Pi=Pa = tp(r = — Fft ft5«i «j(r, 
Pj = t^(r — ^3A:;(r + ^3*(r. 
Is borendien 

5«ift = — 5«jft, 
dan is - 

m" = 0; 
en de eenige oplossing is 

pz=s\pff = — Fft ft S «1 «j O". 
Gelgke wortels treden ook op, als voor een der drie wor- 
tels g van de vergelgking (5) Y ^ voor lederen willekeurigen 
vector 0- nul is. Doch daar dan het karakter der oplossing 
anders is, zullen wg dit afisonderlyk nagaan. 

G. Een der functieën Y ü steeds ntd. 

Als voor iederen willekeurigen vector een der drie functiëen 
y steeds nul is, dan is voor dien wortel ook ilf' = 0, en 
dan heeft dus de vergelyking (10) twee gelyke wortels; en 
zoo w^ deze twee weder door g^ en ^3 kunnen aangeven, 
is dus gi=g2y en geldt alles, wat voor g^ gevonden wordt, 
van zelf voor g^ Wg hebben nu 

Y3(r=:^j(r = 0, Jf3' = ifj' = 0. 
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Nu herleidt de operatie ($ — g^) iederen vector v tot een 
bepaalde Ign, en vernietigt iederen vector 0- gelegen in het 
vlak J. (^' — ffi) ö". Evenzoo mutatis mutandis <p' — g^. 

De oplossingen van de vergel^king Vp^p = z^n nu 
Pi='¥ia en p^ = x^(r = x<r -- 2g^(r, 
waarvan de eerste vectoren laugs een lyn , de tweede vectoren 
in een zeker vlak gelegen aangeeft). 

In plaats van de vergelgkingen (7) en (8) treden nu de 
betrekkingen 

%a = {(p-g,ftr, 

De symbolische cubische vergel^king 

welke krachtens de wortels van (5) volgt uit onze verge- 
Igkiug (8), blgkt dus zich nu te herleiden tot eene tweede- 
machts vergelgking. 

Is bovendien ilf" = 0, dan zgn de drie wortels van (5) 
onderling gelgk, en aan de vergel^king Vp^p = wordt 
alleen voldaan door te stellen 

p=sX(r = x^ — 2jrö-. 

Is in de oorspronkelgke functie Cp p reeds de grootheid 
m = O , dan is de enkelvoudige wortel ook wortel van 0p = O; 
zgn m = m'==0, dan is de dubbele wortel ook wortel van 
$/} = 0. Uit (6) volgt, dat, als voor een wortel ^ = ook 
^Fy = is, dan ook tpo- = moet zgn. Omgekeerd, is Tptr = O, 
dan heeft vergelgking (5) twee gelijke wortels nul: dan is 
X^p=^XPi ^^ d® ^^^^ oplossingen zgn 

Is nu ook m" = O, dan is er maar een oplossing p=:xo'* 
Herleiden de operatiën <p — g en <p' — g iederen vector 
tot nul, dan is van zelf if' = 0, zgn alle wortels der ver- 
gelgking (5) onderling gelgk; en iedere willekeurige vector 
is de oplossing van de vergelgking Vp<Pp = 0. Is boven- 
dien fn = m' = m" = O , dan zgn tegel^k alle mogelgke vec- 
toren wortels van de vergel^king (pp==0. 
5* Voorbeeld. 

(pp = »Sfip, (p'p = fiS(tp, 
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XP=rp Vxp, x'p=VxV(3p, 

m = m' = 0, m" = 5«j3, 

9i=S»fi, g^ = g^ = 0, 

p^=^^ff = rp<r-g^X<r+g^^(r=— V(3 Vx(rSal3+(r(SxPf=»Sxl3SI3<r, 

P2 = X^ = — V& Vx<r. 

Staat nu »A.(3, dan is m'' = 0, en de eenige oplossing is 

p = —VI3Vx(r. 
6® Voorbeeld. 

<P p = a^ p — c^ » Sa pj 

waarin a^ = ft^ + c^ , en ï a = 1. Nu is 0^ p = 0p, en verder 

rp p = a^{P p -^ c^ »Sa p)^ X P "= {^^ -{- f>^) P — c^xSa Pj 

g^ — (2a'-{-P)g^ + a^{a^+2b^)g^aH^ = 0, 
gx=V^ ^ gr j = ^3 = a^ , 

= — c^ X S »ff j 
^f^<r = a^{b^(r — c^xSa(T) — a^{a^-^b^)(r + a^c^ccSx(r + a^<r = 0, 
P2 = XjO- = x^ — 2 ^2 ^ "^ (^^ 4" ^^) ^ — c^ xS x(r — 2a^ a = 

= C^ ((T -^ X S X (t). 

Behandeling van Laisai^t. Laisakt > Introduction a la 
methode des quaternions (Ed. 1882, page 141, 142) re- 
deneert als Yolgt. 

Z^a Pi , P2 en p^ de gevonden richtingen , die voldoen aan 
de vergelgking F p cp p = O , dan is voor iederen willekeuri- 
gen vector te stellen 

<r = ^Pi+y Pi + ^Psi 

en dus 

waaruit 

(^ — 9i) {<P — 9è<^ = ^ {9z — 9x ) i9z — 92) Pz J 
en op dezelfde wgze twee andere vergelgkingen. Daar nu o- 

een geheel willekeurige vector is , komt deze uitkomst met de 
vergelgkingen (7) overeen, zoolang de drie wortels der ver- 
gelijking (5) ongelgk zijn. 

Zoodra echter gelijke wortels optreden, bl^ft h^ uitgaan 
van de betrekking 

tr = a:pi-f.t/P2 + 2rp3, 
en neemt daarb^ aan , dat zoowel (<p — g^) p^ als {cp — ^j) ^3 
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nul is; zoodat big den wortel g^ zoowel een vector Pji ^Is ^^^ 
daarvan in richting verschillende vector p,, bg hypothese 
wordt aangenomen. Dit nu is alleen, zooals wg gezien heb- 
ben , geoorloofd , indien Y, v voor iederen vector nul is ; 
anders niet. 6g Laibant komt dit niet duidelgk aan het 
licht, doordat hg alleen de uitdrukkingen ((p — ^2) ($ — 9zi ^ 
ter zgner beschikking heeft ter bepaling van de richtingen p, 
en niet onze betrekkingen (6), die slechts met behulp van 
de theorie in Deel XIX van dit Tgdschrift konden gevonden 
worden. Hg gaat dan voort 

(<P — 9i)^ = {9i — 9x) (y Pi + ^ Pz)\ 
wat dus alleen waar is, als ^^7=^^ is. Anders zign er maar 
twee richtingen p^ en p^^ en in het spoor van Laisaiït voort- 
gaande, moet dan gesteld worden 

waarin r een willekeurige met p^ en p^ niet coplanaire vector 
is. Dan is 

{<l> — 9i)<^ = ^(ffi —9i)Pi + '^i<P — 9i)'^^ 

i^ — 9i)^ = y(j92—9i)P2 + f^i^—9i)'^j 

{<P — 9i){<P — 9i)^ = f^i^ — 9i){^ — 9i)'r^ 

{0-9,y<r = h{0-g,rT; 

waaruit wel volgt , dat twee operatiëen iederen willekeurigen 
vector tot *een bepaalde Ign herleidden, maar die Ign zelve 
niet bepaald kan worden; en uit deze vormen kan ook niet 
blgken, zooals uit onze formulen, dat in het geval van ge- 
Igke wortels drie achtereenvolgende operatiëen iederen vector 
vernietigen. In het voorgaande zgn alle bezwaren opgeheven. 

D. Zelfverwante functiëen. 

Is de functie <p p zelfverwant, dan vallen alle stelsels van 
Ignen en vlakken der verwante functie samen met die der 
oorspronkelgke functie ; en dus ook alle stelsels , behoorende 
bg <p^ — gj met die , welke behooren bg de functie q> — g. 
De derdemachtevergelgking ter bepaling van g heeft steeds 
reeele wortels, en de daarbg behoorende vectorenrichtingen 
Yj, Yj en Yj zgn onderling loodrecht. (Zie onder anderen 
Tapt, Elem. Treatise on Quat. § 163, 164). 
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if' = 0. De vergelgking (5) heeft twee gelgke wortels, 
maar nu is ook voor deze wortels Y y = O , want (zie bladz. 
77), M' is nu 8^9 (ff : SW (r\ en dus, zoo Jf' = is, is 
T 0- = O , zoodat aan de yergel^king {cp — ^^) p = O voldaan 
wordt door alle vectoren in de richting ^^ o-, en aan de ver- 
gelgking ((J) — 9'i)^='^ door alle vectoren in het vlak X^ tr. 

Hieronder wordt het geval gerangschikt, dat in de oor- 
spronkelgke zelfrerwante functie m = m' = is. 

-3/" = 0. Drie gelgke wortels. Alle vectoren in de ruimte 
voldoen aan de vergel^king Fp(pp = 0. 

Hieronder behoort het geval gerangschikt te worden, dat 
m = m' = m" "= O is voor de oorspronkelgke zelfverwante 
functie; in welk geval alle vectoren der ruimte tevens vol- 
doen aan de vergel^king ^/9 = 0. 



DRAAIINGS-MATRICES EN QUATERNIONS lB2e», 12d] 



DOOK 



Dr. L VAN ELPBINKHOP. 



A. Kritiek op de verhandelingen van den Heer 
Th. B, van Wbttum. 

In deel XIX van dit Tgdschrift, bladz. 143-4-150, heeft 
schrgver dezes een kritiek gegeven over twee in de deelen 
XYII en X7III opgenomen verhandelingen van den Heer 
Th. B. VAN Wettum, en daarin aangetoond, dat genoemde 
Heer uit zgne formulen onjuiste besluiten trekt, hoofd- 
zakelgk voortvloeiende uit verkeerde opvatting van de be- 
trekking bx';\-cy-\-dz=0. De Heer van Wbttum beschouwt 
deze als een betrekking tusschen & , c en <j, terwgl zg inder- 
daad een voorwaarde uitdrukt, waaraan de coördinaten van 
het uiteinde eens vectors voldoen moeten, opdat de matrix 
van coördinaten-vervorming 

cosp —veinp fieinp 

(1) 

op dien vector toegepast, de uitwerking hebbe van een draaiing 
van een vector in een bepaald vlak, welks normaal A, fi, v 
tot richtings-cosinussen heeft. Voldoen de coördinaten x^ y, z 
niet aan de betrekking b x-{-cy 'jrdz = , dan stelt ook de 
operatie ^(a, ft, c, d), op dien vector toegepast, niet meereen 
draaiing voor, doch er ontstaat een andere vector. 





a — d c 




cosp 


— V einp 


fieinp 


j(a,&,c,d) = 


d a^b 


= 


vsinp 


cosp 


— Kainp 




—eb a 




— fisinp 


},8inp 


cosp 
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De operator q{a, b^ c, d) was ontstaan door vereenvou- 
diging der matrix voor conische draaiing 

62 bc , bd 



Q (a, 6, c, d) = 



ï+a • ;•' ï+a^'^' 1+^ + '^' 

1+^+^' 1+^+^^ r+^-*' 

ftd cd , ^ cP . 



(2) 



1 + a ' 1 + a • ' 1 + a ' 
(door den fleer van Wbttum quaternion-matrix genoemd, 
hoewel z^ in beteekenis niet met het flAMiLTON^sche quater- 
nion overeenstemt), en wel voor het geval , dat het voorwerp 
der operatie, de vector (^, y, z), voldeed aan de voorwaarde 
ba!-\-cy'\-dz = 0. 

Thans heeft de Heer van Wbttüm zgn onderzoek voortgezet 
en opgenomen op de eerste bladz^den van deel XX van 
dit Tgdschrift. Ook thans weder wordt uit de formulen een 
verkeerd besluit getrokken, voortkomende uit de reeds in 
deel XIX door mfl aangetoonde verwarring tusschen opera- 
toren voor conische draaiing en quaternions, die, afgeleid 
z^nde uit een vlakke draaiing, op niet in hun vlak gelegen 
vectoren een geheel bgzondere werking uitoefenen, waarbg 
evenwel een vector geen vector blgft. 

Wg hebben alzoo thans drie operatoren q(a^ b, c, d), 
Q (a , 6 , c , d) en het HAMiLTON'sche quaternion. Op vectoren 
loodrecht op hun as toegepast, zgn de uitkomsten gelgk; op 
vectoren, die een scheeven hoek met hun as maken, is de 
uitwerking van alle drie verschillend* De eerste verandert zulk 
een vector in een anderen, die niet even lang is en er op 
ingewikkelde wgze van afhangt; de tweede doet den vector 
een kegelvlak beschrgven ; de derde maakt van den vector (als 
rechthoekig quaternion beschouwd) een scheefhoekig quater- 
nion. De Heer van Wbttum houdt dit verschil niet in het 
oog; vandaar dat zgne uitkomsten van die van Hamilton 
afwgken. 

In 'sHeeren van Wettum's verhandeling in deel XX komt 
die verwarring zeer duidelgk aan het licht; want in § 4, 
bladz. 3 geeft de Heer van Wettüm den naain i aan de 
matrix, die hg verkrggt door in de algemeene matrix 
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Q(a, 5, c,(2) a = 0, 6=1, c=0, d = te stellen ; alzoo 
stelt hg 

1 O O 
i= 0—1 

1 O 
wat overeenkomt met de vergel^kiugen tosschen coördinaten 

a?' = ^, y' = — z, /=y; 
waaruit blgkt, dat het uiteinde van den vector (ar, y, z) een 
cirkelboog van 90® heeft beschreven in een vlak loodrecht 
op de a?-as, dat op een afstand x van den oorsprong ver- 
wijderd is. De vector zel^e heeft dus een conische draaiing 
ondergaan. Hetzelfde geldt voor de j en k van den Heer 
VAN Wbttum ten opzichte van de y- en ^r-as. Deze i, j en h 
z^'n dus geheel andere dan die van Hamilton , wiens «alleen 
vectoren, welke in het FZ-vlak gelegen zyn, kan wentelen, 
zooals diens j en h alleen vectoren kunnen wentelen , welke 
respectievelgk in het Y Z- en X F- vlak gelegen zgn. Waar 
dus de beschouwde grootheden zelve in het algemeen niet 
met Hamilton overeenkomen, is het geen wonder, dat er 
verschillende uitkomsten ontstaan. Dat dus de Heer van 
Wettum voor produkten als ij^ j k en zoo voort , ook an- 
dere uitdrukkingen vindt, zou niet verwonderl^k zgn, ware 
het niet, dat de Heer van Wbttum, door onvolledige inter- 
pretatie van z^n formulen sch^nbaar nog grpoter afw^kingen 
doet ontstaan, dan noodig is. Zoo kunnen de uitkomsten 
in § 6 (deel XX) , die geheel van Hamilton afwgken , zeer 
goed met dien geleerde in overeenstemming gebracht worden. 
Dit blgkt uit het volgende. 

De vermenigvuldiging van matrices gaat volgens den regel 
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en zoo vindt de Heer van Wbttum voor j k 
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(3) 



zoodat deze operatiëen den vector a?=«, y = (2, z=y bren- 
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gen tot den vector a? = y, y = «, z==fi. Nu kan omgekeerd 
uit den begin- en den eindstand van den vector de draaiingg- 
operator niet ondubbelzinnig bepaald worden, aangezien de 
twee vectoren op oneindig veel kegels (inclusieve, een plat 
vlak) gelegen zgn, wier assen alle gelegen zgn in een plat 
vlak, dat den hoek der beide vectoren middendoordeelt en 
loodrecht op hun vlak staat. Dit heb ik stelkundig aange- 
toond op bladz. 147 en 148 (Nieuw Archief, deel XIX). Men 
kan een vlakke draaiing krygen door de draaiingsas lood- 
recht op beide vectoren te plaatsen. Wanneer dan de Heer 
VAN Wbttum de produktmatrix y i = Q ( — |, |, | . |) stelt , 
is dit eene uit oneindig vele. Stellen wy namel^k in de for- 
muien op bladz. 149 deel XIX, )^ = i (« + /3), f=|(« + y), 
?=T(^ + y)^ ix = r — x, ly = » — l2,iz = l3 — o^, en 
zoo voort, dan kunuen w^ de elementen van de matrix 
berekenen, maar hebben dan de vr^heid om de grootheid s 
(die afhangt van den hoek, welken de vector gedurende de 
beweging met de draaiingsas maakt) naar willekeur te kiezen. 

Nemen w^ als aanvangsvector den vector (O, j3, 0), dan 
staat deze loodrecht op de as van £, en, na toepassing van 
die draaiing, loodrecht op de as van j, en komen dus in dat 
geval de van WsTTUM'sche j en k overeen met die van 
Hamilton; dan is de uitkomst ook 
1 

10 (O, ^, 0) = (O, O, (2). 
10 

Trachten w^ nu de elementen in dit eenvoudige geval te 
bepalen, dan krggen wg nu ? = 0, ij = |/3, J=i/3, 3a?=0, 
Sy = — /3, iz = P, en worden de vergelgkingen (4) van 
bladz. 147 (deel XIX) 

2 « A — A* /3 — V /3 = O , 

Ai3 + 2«/e6-/3<sr| = 0, 
waaruit na oplossing volgt 
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tg 



P_ V'/3=»+2«2 



13 



lt. = V: 



waarin « een willekeurige waarde heeft. Stelt men 8 = 13, 
dan komt er 

p=l20'', A = /* = v = |V'3, 
en dit is het geval, dat de heer tan Wbttvh in § ö van 
z^n verhandeling als eenige uitkomst aanziet. 

Stelt men « = 0, dan verkr^gt men de vlakke draaiing, en 
worden 

p = 90°, A = l, /»==v = 0, 
of volgens de schrgfwgze met a, b, e en d, a=0, 5 = 1, 
e=:d=:0. Maar dit geeft een draaiing van 90° in het 
r'Z-vlak aan ; dus al is volgens den heer tam Wettdu j k 
niet gelgk i , toch geven j k of i op den zelMeu vector toe- 
gepast nu ook ^dezelfde uitkomst, tevens met Hauiltom in 
overeenstemming. Dus voor zulke vectoren als (O, /3, 0) is 



10 O 

0—1 

1 O 
II, § 23, neemt de heer tan Wbttum 
andere i, j en k aan als in deel XX. Dit onderscheid wordt 
niet opgehelderd. Vermenigvuldigt men deze, dan wordt 
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Op bladz. 183, deel XV! 



jk = 



O 

O 

— 1 



X 






— 1 







1 





= 













1 



en IS 







1 
















% ^^^ 


0-1 
1 


• 




Met deze i, j en k wordt na 




juist als 
Ten 0] 
1 


bovei 
pzicht 


1. 

e van den \ 
1 


0) = 
0) = 

rector 


= (0, 0, /■ 
= (0, 0, /3 

(0, /3, 



), 

) heb 


ben we 



dus 



10 


— 


0—1 


— 





=_ 


- 


- 1 


1 




1 




1 




1 









:= Hahiltoi 


i'sche 


auater 


nio 


n i . 







(4) 



93 

In deze yormen is alleen de onderste r^ van elementen 
dezelfde; en deze is juist diegene, welke de waarde yan de 
;2:-coördinaat in de uitkomst der operatie op (O, j3, 0) be- 
paalt. Eiest men een anderen yector, dan yerschillen alle 
uitkomsten. 

Hoe laat zich dit alles yerklaren? 

Keeren we terug tot de oorspronkelgke matrix, door mig 
afgeleid door draaiing yan een yector, door den heer yAN 
Wettum door draaiing yan coördinaten-stelsels, doch oyer- 
eenstemmend in de gedaante (2), dan is dit een uitdrukking 
ontleend aan de yergel^kingen 

enz,, of, zoo wg ba']-cy-{-dz = t{l-\:-a) stellen, 

x^^=bt-\'aa — dy-\-cz^ \ 

y's^ct-^-dx-^-ay — b z, y) (5) 

z^=dt — cX'-{-by-{-az. ] 
Indien na de yector, waarop geopereerd wordt, loodrecht 
staat op de as yan de matrix, is ;^ = 0; en dus yallen de 



(«). 



1 Uit deze gedaante der yergelijkingen laten zich gemakkelijk vormen bereke- 
nen, die a, b, c, en d geren in fanctie van x, y, ir, x\ y\ z'. JQliminatie van h 
en c, van a en (r en van a en d geeft achtereenvolgens 

Vermenigvuldigen wij de eerste met z, de tweede met y, de derde met x en 
tellen op, dan komt er 

«(** +y* +«* + ^*) = **' + yy' + ««'' — ^*i 

en door sabstitntie in de drie vorige vergelijkingen 

H*' +y* +«* + ^•) = y^'~*y +(* + *') ^» 
<? (** +y* + «* + ^') = «^' — * «' + (y +y') ^» 
^(*' + y* + «• + ^*) = ^y' — y a:' + {;? + «') t. 

Ten einde na t te bepalen, maken wij gebraik van de voorwaarde d*' -\-h^ ■\- 
+ (?*+<;?* = 1. Door de vier vergelijkingen («) hiermede te verbinden verkrij- 
gen wg, na verhefSog in het vierkant, optelling en verdere herleiding, 
(**+* +«*+^*) (^*+y*+«*— *''—/*—«'') = O, 
waaruit volgt: öf t s ^onbestaanbaar, das onmogel^kheid; öf ar* H-y*+«* = 
= x"^ •\'y"*' ■\- z'^t en an blijft t onbepaald. Men kan das in de vergel^kingen 
(«) voor t iedere wiLekearige waarde kiezen en daarna a, h^ c wl d berekenen. 
De gevolgtrekkingen van bladz. 91 en 92 (zie hierboven) laten zich ook ait deze 
vormen licht opmaken. Men sabstitueere namelijk direct ar' =/ = 0, jrs=0£=O, 
;j;' = y = /3. De Heer van Wettum stelt dan ^ = /3, Hamilton / = 0. 
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termen btj et en dt uit, en wordt de vereenvoadigde matrix, 
welke wg evenals bg determinanten scheef-symmetrisch zullen 
noemen , 

a — d c 

d a b 
— c ba 

Maar tevens blgkt, dat, zoodra de vector, waarop ge- 
opereerd wordt, voldoet aan de voorwaarde &;c+cy+d2r=0, 
de eenvoadige matrix uit de algemeene gevonden wordt, 
door in iedere rg eenige malen de termen van een afzonder- 
l^ke r^ I & c a I van de overeenkomstige termen der rg af 
te trekken. Deze rg zullen wg de nul-rg der matrix noemen. 
Omgekeerd mag men dus , zoodra de matrix wordt toegepast 
op vectoren, die aan de voorwaarde 6a? + cy-|-d2f = vol- 
doen, by de rgen van den vereenvoudigden matrix, zoowel 
als bg die van de algemeene, de termen van de rg | n5, 
ncy nd\ optellen, wat ook n zg. Vermenigvuldigen wg nu 
twee zulke vormen, dan wordt het produkt 



«2 

d. 



d. 



-h 



X 



ttj — d^ Cj 
dj ttj — Jj 
Cj 61 aj 

^2<'l"~<'2*i+Ml 
-^2^1-~*2^~«2«1 



(6) 



l,j c/J u, 

«2^1 "■ ^2^1 ~" Vl ~ÖS2^1 •""^2^1+^2*1 

^2^1+02^1+^2^1 ^2^l+«2«l~'*2*l 

^2^1 ""*2 ^1+^2^ +^2^1+*2«1+«2*1 

De eerste matrix heeft de nul-rg | 6p Oj, d^ \ dat wil 
zeggen om een wenteling (die dan steeds in een plat vlak 
plaats heeft) voor te stellen, moet de vector, die gewenteld 
wordt, voldoen aan de betrekking 6a? + cy + (i^ = 0. De 
nul-rg van de eerste matrix is dus ook nul-rg van het pro- 
dukt. Maar het produkt heeft nog een tweede nul-rg. De 
operatie met de eerste matrix geeft een nieuwe x=^a^x — 
— dl y + Cj ^r , een nieuwe y = d| « 4- öj y — \z^ een nieuwe 
^r = — c, « -[■ *i y + «1 -^ » zoodat de tweede matrix een nul-rg 
geeft, voortkomende uit de betrekking 
b^{a^x—d^y + c^z) + c^{d^x + a,y — b^z) + d^{-'C^x^b{y-\<L^z)=. 0. 

De nul-rg is dus 

I Ml+<^2^1-^2«1) -*2^ + <^2«i+^2^J Vl-<^2^+^2«l I • (7) 
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Substitueert men nu a = 0, 6=1, c = 0, d = 0, dan 
wordt de algemeene matrix (2) 
10 O 

0—1 met de nul-rij | 1,0,0 | . 
10 

Trekt men nu van de eerste rg van dezen matrix de nul-rfl 
af, dan zien w^, dat de tweede en vierde vorm van (4) aan 
elkander gelflk zgn. De eerste en derde vorm van (4) zgn 
vormen van het product j k, en hebben alzoo twee nul-rgen; 
namelijk die van A, zgnde | O, O, 1 | , en die, welke uit (7) 
volgt , nameligk | 1 , O , O | . Trekt men deze laatste van de 
tweede rg in den eersten vorm van (4) af, dan wordt deze 
gelgk aan den derden vorm. Trekt men echter de eerste nul-rg 
van de tweede rfl van den derden vorm af, dan ontstaat de 
tweede vorm, zoodat hiermede de gel^kheid der operatoren 
voor den vector O, (2, O aangetoond is. 

Vindt dus de heer van Wbttum voor ij j j k en ki (deel 
XX, bladz. 4) denzelfden vorm, dan moet bedacht wor- 
den, dat voor ij de nul-r^en zgn | O, O, 1 | en | O, 1, O | , 
YOOTJk I 1,0,0 I en | 0,0,1 | voor At | 0,1,0 | en | 1,0,0 j , 
zoodat ij ^ j k en k i, hoewel in denzelfden vorm te brengen, 
toch niet gel^k zgn. Ja, onze beschouwingen leeren ons, 
dat, mits toegepast op vectoren loodrecht op de assen, de 
matrices van den heer van Wbttum voldoen aan de Ha- 
MiLTON'sche betrekkingen ij = kj j k=:iy ki=zj^ waarmede 
zg in die omstandigheden overeenstemmen. 

Alzoo blgkt, dat ter juiste beschouwing van de matrices, 
hun nul-rgen van veel beteekenis zign, en dat ter verge- 
Igking van matrices en quaternions deze noodzakelgk moeten 
medegerekend worden. De formulen verkrggen hierdoor iets 
gebrekkigs, omdat niet alle eigenschappen in het symbool 
zelve uitgedrukt worden. Bovendien geven de vereenvoudigde 
matrices, — die door hun fraaien symmetrischen vorm ge- 
makkelgk te behandelen zgn — indien aan de voorwaarden, 
door de nul-rgen uitgedrukt, niet voldaan is, geen draaiing 
meer, hoewel toch als uitkomst een nieuwe vector optreedt. 

Is wel aan de voorwaarden der nul-rgen voldaan, dan 
blgkt uit (6), dat de samenstelling (vermenigvuldiging) van 
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twee zulke yormen, een nieuweD geeft, die niet scheef- 
symmetriscli is , maar in het uiterlyk der algemeene matrices 
voor conische draaiing terugvalt. Dit geeft echter geen fraaien 
vorm aan de vergel^kingen. 

Behalve deze bezwaren hebben alle matrices het groote 
bezwaar, dat z:g uit aanvangs- en eindvector niet volkomen 
bepaald z^n , en dus de door den regel van vermenigvuldiging 
gevormde product-matrix niet de eenige is , die als resultante 
van de afzonderl^ke factoren beschouwd kan worden. 

Eet is schrgver dezes gelukt naar aanleiding dezer be- 
schouwingen een matrix van de vierde orde op te stellen, 
die deze gebreken niet bezit, en op eenvoudige w^ze de leer 
der HAMiLTON^sche quaternions in allen deele bevestigt. 

B. De quatemion-matrix van de vierde orde. 

Zal een quaternion-matrix kunnen worden opgesteld, dan 
moet zig 
1^. voor een vector, die aan de voorwaarde bx-\-cy'}-dz=0 

voldoet , dezelfde uitwerking hebben als de vorige matrices 

in dit geval, 
2^. voor andere vectoren een uitkomst hebben, die niet met 

een vector overeenkomt, 
3^. moeten de achtereenvolgende operatiën met twee zulke 

matrices door ééne matrix van dezelfde gedaante kunnen 

vervangen worden. 
Keeren wg terug tot onze vergelgking (6), dan zien wg, 
dat de nul-rg van de matrix (a^ , ij, q, d,) de gedaante 
I Ji,Ci,di I heeft. Vermenigvuldigen wg deze met — ft^, en 
voegen die bg de eerste rg , met — c^j en voegen die bg de 
tweede rg, met — d^ en voegen die bg de derde rg; dan 
verkrggt het produkt de gedaante 

a^d^ +C?2^1 ~f"^2^1 — ^2^1 S^l — K^i ^2^1 ^2^1 

—{a^Ci+c^a^ -b^d^-\-d^\) ^J, + ft^^i +^2^1 —^2^1 

^2 ^1 "f* ^2 ^1 "^ ^2 ^1 ~\~ ^2 ^1 
— («2 h + K^i + ^2 ^1 ■" ^2 ^1) 

«2 ^1 — ^2 ^1 — ^2 ^1 — ^2 ^1 

Dit zgn vormen, die uit vier producten ieder bestaan, en 
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(8) 



dus eenvoudiger konden ontstaan z^n uit vermenigvuldiging 
van matrices van de vierde orde. 

Bovendien ligt het voor de hand, om bg de drie vergelj- 
kingen, die {x\ y\ z) bepalen, nog een vierde vergelgking 
hx-\-cy-\-dz=iQ te voegen. Heeft men echter vier ver- 
gel^kingen, dan is de operator, die er uit opgemaakt kan 
worden , meer geschikt om op een door vier elementeo bepaalde 
grootheid te werken, dan op eene door drie elementen be- 
paalde zooals de vector {x^ y^ z). Aan dit bezwaar kan te- 
gemoetgekomen worden, doordat men zich een nieuw sym- 
bool (U7, Xj y, z) kan denken, dat, indien w = is, de 
coördinaten van het uiteinde van zekeren vector bepaalt. 
Deze overwegingen leiden er ons toe de vergel^ kingen als 
volgt op te stellen. 

w' = aw — b X — cy — dz , 
x' = bw -{-ax — dy -\- c z , 
y'=cW'\-dx-{-ay — b z^ 
z =dw — ex -{-by -{- a z. 
De drie laatsten komen nu weer meer in gedaante met (5) 
overeen. Is nu w = Of dus heeft men met een vector te doen , 
dan vallen de termen aw^bw^cwendw weg , doch wg 
krijgen een uitkomst {w\ x\ y\ /), die, wat het ook moge 
zgn, geen vector is. Alleen, als bovendien b x-\-cy'\-dz=i^ 
is , wordt ook w = O, en komt de uitkomst volkomen over- 
een met die van de draaiing van een vector, die loodrecht 
staat op een as (& , c , cQ , om dien as over een hoek^ welks 
cosinus a is. Aan de beide eerste hierboven gestelde voorwaar- 
den is zoodoende voldaan. W^ schrgven dus in het algemeen 
a — b — c — d 
b a — d c 
c d a — b 
d — c b a 
waarbg even als vroeger a^ + ^* + ^^ + ^ = 1 ^ 
Het produkt van twee dezer vormen geeft 



, (10a) 



{w\ x\ y\ z) = 



{wj x, y, z) ... (9) 
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(106) 



waarin ter verkorting 

S = «2 6j + &2 ^1 + ^2 ^1 — ^2 ^1 » 

C=^a^c^ + ^^2 ^1 + ^2 ^ — ^2 ^1 1 

J9 = a^ dj -f ^2^1+ ^2 ^1 "" ^2 ^ » 

Dus ook aan de derde voorwaarde, die wj gesteld hebben, 
is voldaan. 

Stellen wfl weder evenals vroeger (deel XIX, bladz. 148) 
a=^co8p^ b = ^êinpy c = fA sinp^ d = v sinp, (waarin p 
de hoek van draaiing en A, jcc, v de richtingscosinussen van 
de as van draaiing' voorstellen) dan zien w^, dat de bepa- 
lingsvergelgking van A wordt 

C08 P = CO8 P2 . cosp^ — (Ag A, +^62^*1+ v^ V|) sinp^ . sinp^, 
of, als men draaiingen door bogen van groote cirkels op een 
bol aangeeft, 

CO8 P := cosp^ . CO8 Pj — sin j?2 • sin p^ .cos0j 
waarin $ de hoek is , dien de twee bogen p^ en p^ naar den 
zelfden kant gerekend met elkander maken, en dus P de 
derde zgde is van een boldriehoek , waarvan p^ en p^ zyden 
en 180** — <p de ingesloten hoek is. Zoo kunnen ook uit B, 
C en D formulen van bolvormige driehoeksmeting afgeleid 
worden. 

Verwisselt men de factoren, dan verandert de uitkomst. 
Men behoeft om dit te zien in (10) slechts de indices om te 
ruilen. De vermenigvuldiging is alzoo niet commutatief, tenzy 
c^di — d^Ci^^Oj d^h^ — 62 ^1 = 1 \ci — ^^2 ^1 "^ ö» ^^ w®l 
wanneer 

62:^1 =-C2 :C, =^2 '^P 

dat wil zeggen wanneer de matrices in hetzelfde vlak of in 
evenwigdige vlakken werken. 

Een draaiing van 90® wordt voorgesteld door den term 
a = O te stellen. Een draaiing om de X-as door c = d = O 
te stellen, dus 

a —6 O O 

6 a O O 

O O a —6 

6a 
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Stellen wg evenals Hamilton draaiingen Tan 90° om de 



assen door t, ;' en k voor, dan z^n 
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en zoo voort. 
Verheft men in het vierkant, dan wordt 
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evenzoo j^ = — 1 en F ^ — 1, 
Bovendien zien wg door splitsing 
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= a + 6 i + cy + d i. 

Is (^, ^, £r) een vector , dan stelt 

O — X — y — z 

X O — z y 
y z O — z 
z — y X O 

een rechthoekige matrix voor, welker as de vector (^, y, z) 
is. Dan vinden wg 
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waann 

t(7'= — b X — cy — dz^ 
X =^ ax — dy -{- czy 
y'= dx ^ay '^b z^ 
/ = — ex +&y -{-az. 
en dus , zoodra h x-\-cy-\- dz=iO is, is ook tü' = ; en is 
das de uitkomst die rechthoekige matrix, welker as juist 
die vector {x\ y\ /) is, die ontstaat, als men dezelfde 
matrix (a, 6, c, d) op den vector (^, t/, z) toepast. Daarom 
kunnen w^ met Hamilton een vector gelgk stellen aan de 
matrix, welke dien vector tot as heeft. 

Hetzelfde kunnen wg op het meer algemeene symbool 
(tr, x^ y, z) toepassen, en zoo verkrggt dit nieuwe symbool 
zelve de beteekenis van zulk een matrix van de vierde orde; 
en wordt dus, om de terminologie van Hamilton in te voeren, 
quaternion = scalar + vector. 

Hiermede zgn de grondvergelgkingen van de theorie der 
quaternions afgeleid uit de beschouwing van matrices van de 
vierde orde. Het verdere wordt door toepassing van de hier 
bewezen eigenschappen gevonden. 

Alzoo blgkt dat de hier opgestelde matrices de theorie 
der quaternions volkomen bevestigen. 



OPLOSSING YAN DE DIPFERENTIAAL-VERGELIJKING 
YAN JACOBI, [S2c^ ref. ES f] 

1X)0K 

K BES. 



De differentiaal-vergelgking van Jacobi wordt gewoonl^k 
op de volgende wijze voorgesteld. 

L{xdy — y dx) — Mdy-^ Ndx = 0^ 
waarbig Z, M en N linieaire functieo der veranderleken a 
en y voorstellen, namelgk 

^ = «11 ^+«12 2/ + «13» 
^ = «21«+Ö22y + «23> 
i = Ogi ^ + «32 y + «33. 

Men kan haar ook schrgven in den vorm 
_d_x____dy__ 

M—xL~ N-yL ^ ^ 

Stelt men beide leden dezer vergelgking door dt voor, 
waar t eene nieuwe veranderlgke is, en voert men nog eene 
veranderlgke z in, gebonden door de betrekking 

Z 

dan verkrggt men uit de vergelgking (1) het volgende stelsel 
gelgktgdige differentiaal-vergelgkingen 



d t 



(2) 
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Elimineert men uit deze vergel^kingen de ingevoerde ver- 
anderleken z en t^ dan verkr^gt men weder de vergelgking 
(1) van Jacobi. 

Het stelsel gelgktydige differentiaal-vergelgkingen (2) kan 
geintegreerd worden door de methode van d'Alembkrt. 

Daartoe vermenigvuldigt men de eerste vergelgking met 
— X, de tweede met — /S, en telt ze daarna bg de derde 
op, waardoor men verkrggt 

P,-'^'^-^^/, + '^M+l3N+i^-..-^y)L=^0. (3) 

Stelt men nu -2f = «^ + /3y +y , en dus 

dz dx ^dy ^^ \ ^^ x_^i 

Tt~''dt~^dt~^dt^yTt^Tt' 

dan gaat de vergelgking (8) over in 

De ingevoerde grootheden « , /3 en j' zgn nu voorloopig 
onbepaalde functien van t^ terw^l t als onafhankelyk ver- 
anderlijke optreedt. 

Krachtens de waarden van M^ Nj L kan men voor de 
vergelgking (4) ook schrgven 

+ ^+«13« + «23/3 + «33i=0 (5) 

Ter bepaling van x, (3 en j stelt men nu de coëfiScienten 
der vergelyking (5) gelyk nul, waardoor aan deze vergely- 
king identiek voldaan wordt; en verkrggt daardoor het 
stelsel geligktgdige lineaire difFerentiaal-vergelgkingen 



4- ai2 « + a^a 13 + «32^ = O, 



d^ 
dt 

^ + «13 « + «23 /^ + «33 ; = O, 



(6) 



dt 

Deze lineaire vergelykingen (6) kan men integreeren door 
de bekende substitutie-methode. 
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Stelt men namel^k 

waarbg k^^ k^, k^ en p constanten z^n, zoo vindt men, na 
deeling door e— p^, het stelsel vergelgkingen 

«12 *1 + («22 — P) *2 + «32 *3 = o , I . . . (7) 

«13 *1 + «23 K + («33 — P) *3 = 0. J 

Door eliminatie der k's volgt hieruit ter bepaling van p, 
de vergel^king van den derden graad. 



= .... (8) 
dng en de b^ 
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«13 J «23 J «33 P* 

Men noemt nu de wortels dezer vergel^ 
die wortels behoorende i's achtereenvolgens 

Pj , AJjj , K^2j «^13? 
P2 ' ^21 > ^22 » ^23 » 
P3 J ^31 ' ^32 ' ^33' 

Uit de vergelgkingen (7) kan men de onderlinge verhou- 
dingen der k's bepalen, hetgeen voor ons doel blgkbaar vol- 
doende is. 

Van de vergelgkingen (6) worden nu drie stelsels bgzon- 
dere integralen bekend, namel^k 

«2=*2l^~''*^ /32 = *22 «""''* ^ y2=*23^~''*'^; 
-^s = *3i «■~''•^ /Sa = *32 «"■''•^ ^3 = *33 «■"''•'^• 

De algemeene integralen van de vergelgkingen (6) z^n dus: 
« = Cl All ^^'^ + ^2 *2i ^^^'^ + ^3 *3i ^''•^ 1 
/3 = Cl ^12 <J-Px^ + C^ A22 «~^«^ + ^3 *32 <'~^•^ [ • • (9) 

waarbg Cj, C^, C3 de willekeurige standvastigen zgn. 

Tot de vergelgkingen (2) terugkeerende , vindt men door 
substitutie der waarden van x^ (3 en j uit de vergelgkingen 
(9) in de waarde van ;2! = «^ + /3y +y, 
^ = Cl (All •» + *i2 y + *i3)«""''^'^+ ^'2(^21 ^ + ^22? + *23) e-P*^ + 

+ C,{k,,x + k,^y + k,,)e-P.^ (10) 

Uit deze ver gelg king vindt men, door telkens twee der 
willekeurige standvastigen gelgk nul te stellen, de volgende 
drie integralen van de vergelgkingen (2) 
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= c,. 



(11) 



^31 ^ • ^32 y ~r ^33 

Hiermede is het stelsel vergel^kiagen (2) yolkomen ge- 
integreerdi daar uit de drie integralen (11) elke andere in- 
tegraal van dit stelsel vergelgkingen kan worden afgeleid. 

Men komt nn terng tot de vergel^king (1) van Jacobi. 

Evenals deze door eliminatie van z %Vi t nit het stelsel 
yergel^kingon (2) ontstaat, evenzoo ontstaat de integraal 
van de vergelgking (1) door eliminatie van 2: en « uit de 
vergelgkingen (11) 

Stelt men nu kortheidshalve 

^I=*il^+*i2y + *l3» 

£^2 = *21'» + *22y + *23» J (12) 

^3 = ^31 «^ "T ^32 y "1" ^33 ? 

dan vindt men uit (11) 



C, 



u,=- 



u. 



z& 



'2 

9^t 



Cs 



(13) 



Verheft men deze vergelgkingen achtereenvolgens tot de 
machten p^ — pj , p^ — p^ en pj — Pg ' ^*^ verkrggt men 



-p» - 



C^p*-p. 



C^.-P. 



UJ.-P^ = ^ ^ ; 



C^' 



(U) 



en hieruit vindt men door vermenigvuldiging, waardoor z 
en t geëlimineerd worden, 

ü^p>-p* CT/.-Pi Ü^Px-p.=^H, (15) 

waar H de willekeurige standvastige voorstelt. 



f* 
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Denzelfden vorm voor de algemeene integraal vindt men 
bg Sbrret, » Cours de calcul differentiel et integral", waar 
tevens de verschillende byzondere gevallen behandeld worden, 
die betrekking hebben op het geval van gelgke wortels in 
de vergelgking (8). 

Opmerking. Op dezelfde w^ze, als boven de differen- 
tiaal-vergel^king van Jagobx geïntegreerd is, kan het stelsel 
gel^ktgdige differentiaal-vergelgkingen 





dx^ 






d«3 




M, 


— ^2 




~^3- 


-«3 


i«.+l 


• • t 


M, 


— Xn 


M^y' 





worden geïntegreerd. Hierb^ stellen .»,, x^^ x^ , . . ,Xn de n 
veranderleken voor en if,, M^, M^,,..Mn, -3f«+i lineaire 
functien dier veranderleken, namelgk 

i/j = a,i Xi + a,2 ^2 + «13 «^S + • • • + ^l,n ^n + «l.n+l » 
■^2 == ^21 "^1 + ^22 "^2 + ^23 ^3 + • • • + ^2,n ^n + a2,n4.1 , 
ifg = ttj, .», + a^2 ^2 + ^33 ^3 + • • • + «3,n 5?» + as,«+l } 

en zoo voort. 

. Als integraal verkr^gt men dan een stelsel van n — 1 
vergelgkingen van den vorm (15). 



OVER HET STELSEL VAN RECHTE LIJNEN IN DE 

RUIMTE, WIER EERSTE EN DERDE 

PROJECTIEN SAMENVALLEN. 



DOOR 



H. DE VRIES. 



§ 1. Bg de behandeling van de beginselen der beschrj- 
yende meetkunde komt men als het ware van zelf tot vragen 
als deze: waar liggen alle punten of alle rechte lijnen in de 
ruimte, wier beide projectien samenvallen? of ook: hoe lig- 
gen alle vlakken in de ruimte, wier beide doorgangen sa- 
menvallen? Zooals bekend is, luidt het antwoord hierop als 
volgt: alle punten en rechte Ignen, wier beide projectien 
samenvallen, liggen in een zeker plat vlak, dat w^ Hg' zul- 
len noemen, dat door de as van projectie x gaat, en den 
tweeden en vierden tweevlakkigen hoek middendoor deelt; 
en alle vlakken, wier beide doorgangen samenvallen, staan 
loodrecht op dat zelfde vlak Hg'. 

Zooals WiiHBLM FiBDLBE in Zurich reeds voor vele jaren 
heeft aangetoond, speelt het vlak Hg' in de beschrflvende 
meetkunde eene zeer voorname rol: ieder willekeurig ander 
vlak V toch sn^dt Hg' volgens eene zekere rechte Ipn A,», 
de eenige rechte Ign in F, wier beide projectien samenvallen 
(wanneer men van de oneindig verre afziet)'; en aangezien 
ook van alle punten van hg' de beide projectien samenvallen, 

N. A. V. W. 2e R. DL I. 8 
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moeten de beide projectien g' en g" van iedere willekeurige 
rechte in V elkaar steeds in een punt van de gemeen- 
schappelgke eerste en tweede projectie hj l' van h^f ont- 
moeten; waaruit dan onmiddellgk verder volgt, dat er tus- 
schen de beide projectien van iedere willekeurige rechtlgnige 
of kromlgnige figuur in F steeds aflBniteit heerscht; want 
de verbindingslgnen van overeenkomstige punten der beide 
figuren staan alle loodrecht op de as van projectie ^, en 
zign dus onderling evenwgdig; en de snigpunten van alle 
overeenkomstige lignen liggen op eene rechte Ign, de affini- 
teitsas hj " . 

§ 2. Voegt men big het horizontale en verticale projectie- 
vlak nog een derde, dat loodrecht staat op de beide eerste 
en dus ook op de ^-as, en vraagt men nu naar alle punten 
of rechten of vlakken , wier tweede en derde projectien of door- 
gangen samenvallen, dan luidt het antwoord weer als zoo- 
even: de punten en rechten liggen in, en de vlakken staan 
loodrecht op een zeker vlak H^; , dat door de ^-as gaat , en 
twee der vier rechte hoeken tusschen het tweede en derde 
projectievlak middendoor deelt; zoodat ook steeds tusschen de 
tweede en derde projectie eener vlakke figuur affiniteit heerscht. 

Maar geheel andere uitkomsten verkrggt men , wanneer 
men nu ook nog de derde mogeljkheid onderzoekt, en dus 
naar de meetkundige plaats vraagt van alle punten, rechten 
en vlakken , die de eigenschap hebben , dat de eerste en derde 
projectien of doorgangen samenvallen ; hoewel toch voorzeker 
deze laatste vraag evenzoo natuurlek is als de beide voorgaande. 
De oorzaak van dit verschil is te zoeken in de wgze, waarop 
men gewoon is de drie projectievlakken tot één enkel vlak 
van teekening te vereenigen; eene methode, die wel is waar, 
van uit een theoretisch oogpunt beschouwd, geheel willekeu- 
rig is, maar die nu eenmaal ten gevolge van de groote 
autoriteit van Monge, die zich hierin door practische over- 
wegingen liet leiden, als het ware tot wiskundige wet is 
verheven, en waaraan wg ook hier des te liever en met des 
te meer recht zullen vasthouden, aangezien bg iedere andere 
wijze van vereeniging der drie projectievlakken zich steeds 
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het verschignsel zal big ven voordoen, dat twee der drie 
bovengenoemde mogeligkheden gelgkluidende oplossingen heb- 
ben; terw^l daarentegen de oplossing der derde geheel 
anders, en veel minder eenvoudig zal uitvallen. 

Volgens de voorschriften van Mokge wordt het derde projec- 
tievlak met het tweede vereenigd, door het eerstgenoemde met 
het voorgedeelte naar links om de ^r-as te laten draaien ; daarna 
draaien het vereenigde tweede en derde projectievlak om de 
^-as, en wel zoodanig , dat het bovengedeelte zich van den be- 
schouwer af beweegt. Hierb^ behoeft dus het derde projectievlak 
slechts ééne draaiende beweging uit te voeren om op het 
tweede, en dit ook slechts weer eenmaal te draaien, om op 
het eerste te komen liggen , terw^l daarentegen het derde eerst 
om de ^-as en dan nog eens om de .r-as moet draaien, om 
zich met het eerste te kunnen vereenigen; het is duidel^k, 
en w^ zullen het naderhand nog uitvoerig bewezen (men 
vergelyke § 11), dat hierin alleen de oorzaak te zoeken is 
van het verschil in uitkomsten tusschen de derde en de beide 
eerste mogel^kheden. 

Wg gaan er nu in het volgende toe over, deze derde 
mogelgkheid meer in het bijzonder te beschouwen , en daarbg 
zal het ons streven zgn de uitkomsten, die wg zullen kun- 
nen verkrggen, ook langs den meest eenvoudigen weg te 
vinden; want ondanks hare betrekkelgke samengesteldheid 
ten opzichte van de beide andere mogelgkheden , heeft toch 
ook' zg haren oorsprong in de elementen der beschrgvende 
meetkunde, wat ook haar aanspraak geeft op eene eenvou- 
dige behandeling. 

§ 3. Zullen van een punt P in de ruimte de eerste en 
derde projectie samenvallen, dan moeten alle drie de pro- 
jectien samenvallen; want P'^ ligt op de loodlgn, van uit 
P' op de a?-as, en tevens op die van uit P'" op de y-as 
neergelaten, welke twee loodlgnen elkaar, voor het geval 
dat P' en P'" samenvallen, natuurlgk juist in dit zelfiie 
punt P''"' zullen sngden; waardoor dus dat punt aangeduid 
moet worden door de notatie P'»"»'''. Alle punten P, die de 
aangeduide eigenschap bezitten, dat hunne drie projectien 
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samenvallen, liggen op eene zekere rechte Ign dy, die door 
het sngpunt O der drie projectievlakken gaat, met alle drie 
gelgke hoeken insluit, en opgevat kan worden als de ge- 
meenschappelgke snglgn der drie vlakken Hg'^ Hy^ Bg' ^ 
waarvan ieder twee der Jioeken tusschen twee der drie pro- 
jectievlakken middendoor deelt; waarbg w^, wat de notatie 
betreft , geregeld den regel volgen aan die vlakken het accent 
te geven , die niet door den eersten drievlakkigen hoek gaan. 
De l^n dy kan ook opgevat worden als diagonaal van een kubas, 
waarvan één hoekpunt zich in O bevindt, terw^l de drie door dit 
hoekpunt gaande zgvlakken met de drie projectievlakken samen- 
vallen ; daar van alle punten van dy de drie projectien samenval- 
len, vallen ook van de lyn zelfde drie projectien samen (fig. 1). 

Er bestaan nog drie andere dergel^ke Ignen door O: de 
snglgn d van Hg, Hy^ fl^ , de snglgn dg van Hg^ Hy' en 
J3«', en de snglgn d^ van Hg'^ Hy,, Hg. Van alle vier Ignen 
d zgn in figuur 1 de drie projectien aangegeven; voor ons 
is in het bijzonder opmerkenswaardig, dat van de lyn d de 
eerste en derde projectie samenvallen, zoodat ook zg tot 
het stelsel van Ignen behoort, dat wg willen onderzoeken. 

Evenals het samenvallen van eerste en derde projectie van 
een punt ten gevolge heeft , dat alle drie de projectien samen- 
vallen, kunnen ook de eerste en derde doorgang van een 
vlak niet samenvallen, zonder dat alle drie de doorgangen 
samenvallen; en terwgl alle behandelde punten de puntenreeks 
op dy vormen, bewgst men op hoogst eenvoudige wgze, dat 
alle vlakken met drie vereenigde doorgangen den vlakken- 
bundel vormen, waarvan alle exemplaren loodrecht staan op 
dy\ ook hier een belangrgk voorbeeld voor de reciprociteit 
van het punt en het vlak in de ruimte. 

§ 4. In de zooeven genoemde reciprociteit staat de rechte 
Ign op zich zelf; zg is aan zich zelf reciprook, en daarmede 
is geheel in overeenstemming, dat zg ook met betrekking 
tot ons vraagstuk eene andere rol speelt dan de beide overige 
ruimteelementen. Neemt men namelgk in het vlak van teekening 
eene willekeurige rechte Ign als gelgktijdige eerste en derde 
projectie g'*'" van eene rechte g in de ruimte aan , en denkt 
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men dan de drie projectievlakken weer tot hun oorspronke- 
l^ken stand in de ruimte terug gebracht, dan zal het in het 
algemeen steeds mogelgk z^n van de beide projecteerende 
vlakken door g' en g'" op het eerste en derde projectievlak 
eene ondubbelzinnig bepaalde sngljn g te verkrggen, waar- 
van dan g en g'" twee projectien zgn; hieruit volgt, dat in 
het algemeen iedere willekeurige rechte g'*'" in het vlak van 
teekening ééne volkomen bepaalde rechte g in de ruimte voor- 
stelt; en aangezien het aantal rechte l^nen in het vlak van 
teekening oneindig in het kwadraat bedraagt, zal het aantal 
Ignen van ons raimtestelsel ook zoo groot zgn; dit stelsel is 
dus eene congruentie. 

Wg kunnen oogenblikkelgk inzien, dat door een willekeu- 
keurig punt P in de ruimte in het algemeen slechts één 
straal der congruentie heengaat; want de eerste en derde 
projectie van eene door P gaande rechte g kunnen alleen 
maar dan samenvallen , wanneer zg beide in de verbindings- 
Ign F F" vallen ; en daar deze verbindingslgn in het alge- 
meen ondubbelzinnig bepaald is, zal ook de straal g door 
P dit in het algemeen zgn. Maar de verbindingslgn P'F" 
wordt onbepaald, zoodra de beide punten P' en Y" zich tot 
één enkel punt vereenigen, wat, zooals wg in § 3 vonden, ge- 
schiedt, wanneer P zelf op dy ligt; in dit geval kan iedere 
Ign door P'*'" als g''"' worden opgevat , zoodat door ieder punt 
van dy niet slechts één , maar oneindig vele stralen der con- 
gruentie heengaan; juist zooveel namelgk, als er stralen in 
het vlak van teekening door F*'" getrokken kunnen worden. 

Ook het omgekeerde van deze laatste stelling is waar. 
ledere straal der congruentie moet in het algemeen de Ign 
dy sngden. Want het sngpunt van g*"' met g" in het vlak 
van teekening stelt in de ruimte een punt van g voor, waar- 
van de drie projectien samenvallen, en dat dus volgens § 3 
op dy ligt. 

Maar er bestaan ook stralen der congruentie, die op deze 
stelling eene uitzondering maken , en die dus dy niet sngden, 
hoewel toch hunne eerste en derde projectie samenvallen ; dat 
zgn namelgk alle oneindig verre Ignen in de ruimte. Want 
van deze liggen alle projectien steeds in het oneindige , en dus 
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yereenigd , ook dan , wanneer z:g niet door het oneindig verre 
punt van rfy gaan. Wg zullen echter weldra leeren inzien, 
dat deze uitzondering op den regel slechts schignbaar bestaat, 
en dat z^ hare oorzaak alleen heeft in het nauwkeurig op- 
volgen van eene andere en uitgebreidere wet. 

Ten einde het karakter onzer congruentie nauwkeurig te 
leeren kennen ^ willen w^ nu vragen naar het aantal van 
hare stralen, die in een willekeurig vlak V liggen. Dit 
vraagstuk is opgelost in den derden jaargang der ^il/oTia^sA^/fé 
für Mathematik und Physik^^ Seite 92 — 96 door den heer Emil 
Wablsch, in een klein opstel, dat echter door de groote 
menigte van drukfouten niet gemakkelyk te ontc^feren is, 
en dat ik toevallig in handen kreeg juist op den dag, toen 
ik, op verzoek van Professor Fiedler, over de hier behan- 
delde congruentie in het » mathematische Seminar" in Zurich 
eene voordracht hield. 

Van de verschillende oplossingen, die de heer Wablsch 
mededeelt, zullen wg er slechts ééne teruggeven, terwgl 
wig later nog eene andere zullen ontdekken , die bg Waelsch 
niet voorkomt, en die eenvoudiger is in hare toepassing dan 
de z:gne. 

Een straal der congruentie in het vlak V kennen wg 
reeds, namelgk de oneindig verre Ign van F; alle andere, — 
en w:g zullen vinden , dat hun aantal twee bedraagt , — moeten' 
volgens het zooeven bewezene door het sn^punt Dy gaan van 

V met dy. Denken wg nu van alle stralen door Dy en in 

V de eerste en derde projectie bepaald , dan ontstaan in het 
vlak van teekening twee stralenbundels met het gemeen- 
schappeljk toppunt Dy'*"*'", die ieder voor zich perspectivisch 
liggen met den oorspronkel:gken stralenbundel in F, en dus 
onder elkaar projectivisch z^n; hunne beide bestaanbare en 
verschillende , of samenvallende , of toegevoegd onbestaanbare 
dubbelstralen z^n de projectien van de twee eenige stralen 
der congruentie, die in F liggen en door Dy gaan. Telt 
men de oneindig verre l^n van F mede, dan liggen er in 
ieder vlak F in het algemeen drie ; door ieder punt P gaat 
en slechts één ; het karakter onzer congruentie is dus (1.3.). 
Zg komt dus in karakter geheel overeen met de congruentie 
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der koorden eener ruimtekromme iZ^, en wy zullen zelfs ge- 
legenheid hebben te bewezen, dat z^ inderdaad eene zoo- 
danige congruentie is. 

W^ willen echter eerst nog opmerken, dat men van de 
beide projectivische stralenbundels met het gemeenschappel^'k 
toppunt \)y'"'"[ gemakkelgk de drie paren van overeenkom- 
stige stralen vinden kan, die noodig zign om de projecti- 
viteit der bundels te bepalen; men kan b^ voorbeeld door 
Dy de drie Ignen in V trekken, die evenw^dig zgn aan de 
drie doorgangen van F, en van ieder dezer lynen de eerste en 
derde projectie aangeven ; daardoor verkr^gt men als het eerste 
paar a', a"\ de twee l^nen door Dy*"*"' evenwgdig aan den 
eersten doorgang van V en aan de a^-as; als tweede paar 
b\ II" de Ignen evenwgdig aan ^ en ^; en als derde paar 
c', é" de l^nen evenwgdig aan y en aan den derden dopr- 
gang van F. Of men kan ook Dy verbinden met de sn^- 
punten van F met de drie assen van projectie, en deze Ignen 
projecteeren ; of beide methoden verbinden , en zoo voort. 

§ 5. W^ zagen in § 4, dat door ieder punt van dy on- 
eindig vele stralen der congruentie heengaan; de natuurlgke 
voortzetting van onze beschouwingen zal dus het onderzoek 
van het kegeloppervlak z^n, waarop al deze stralen gelegen 
z^n. Deze kegel is van den tweeden graad , omdat ieder vlak 
door z^n toppunt Dy twee stralen der congruentie bevat, 
die door Dy gaan; h^ sn^dt zoowel het eerste als het derde 
projectievlak volgens eene parabool, het tweede daarentegen 
volgens eene gel^kzjydige hyperbool, wier asymptoten, na 
de vereeniging der drie projectievlakken ^ evenw^dig aan de 
X' en 2/-as loopen. 

Wanneer in fig. 2, Dy'-"-'" het op de lijn d^i'i" wille- 
keurig aangenomen punt is, en^'*'" twee projectien van een 
door Dy gaanden straal onzer congruentie voorstelt, dan 
vindt men van dezen straal het eerste doorgangspunt Sj, 
door van uit het punt A* de Ign te trekken evenwgdig aan 
de a?-as en deze l^n met g'*'" te snyden; draait dan de 1^'n 
g'*'" om Dy'*"*'", dan ontstaat op de ^-as eene puntenreeks 
(A, Aj, A2, . . .) en op de ^-as eene daarmede congruente en 
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perspectivisch liggende reeks (A*, A^*, Ag*, . . .)• ^^ eerste 
wordt geprojecteerd van uit het punt Dy'*"*'", de tweede van 
uit het oneindig verre punt Xq^ der ^-as, waardoor twee 
stralenbundels ontstaan, die onder elkaar projectivisch z^n; 
en aangezien de sngpunten der paren van overeenkomstige 
stralen dezer bundels de eerste doorgangspunten der con- 
gruentiestralen door Dy z^n ^ is de eerste doorgang van den 
te onderzoeken kegel eene kegelsnede , de kegel zelf dus van 
den tweeden graad. Deze kegelsnede nu is eene parabool Pp 
die het punt D/*"*"' tot top en de Ign door dit punt even- 
w^dig aan de ^-as tot symmetrie-as heeft;. want men bewast 
zeer eenvoudig, dat de overeenkomstige stralen van den ge- 
meenschappel^ken straal Dy''"''"XQQ in den eenen bundel de 
oneindig verre l^n, en in den anderen de l^n evenwijdig 
aan de t/-as is; deze overeenkomstige stralen echter z^n de 
raakliynen in Xqq en D/*"*'". 

De ,r-as zelf en dy*"*'" z^n eveneens twee overeenkomstige 
stralen der beide bundels, omdat het punt O in de beide 
puntenreeksen (A, . . .) en (A*, . . .) met zich zelf overeen- 
komt; de parabool P, gaat dus door O, en dus ook door 
het ten opzichte van Aj* symmetrische punt k^ van O ; en 
wanneer w^* nu de zooeven gevonden uitkomsten overdragen 
op den kegel, kunnen wg aan dezen de volgende eigen- 
schappen waarnemen. H^ bezit eene horizontale beschr^vende 
l^n gn in Hg'^ die evenwiydig is aan de ^-as en wier raak- 
vlak ook weer horizontaal is ; verder eene verticale g^, in JET^', 
wier raakvlak evenwijdig is aan het derde projectievlak ; dan 
bevat hg de Ign Dy O of cZy, en eindelgk de \v^u^J)yk^ oigdi 
die in het vlak Hy ligt, evenals cZy, en evenwgdig is aan de 
in § 3 genoemde Ign d. 

Wg willen ook van deze beide laatste Ignen dy en g^i de 
raakvlakken aan den kegel trachten te vinden ; de eerste 
dooigangen daarvan zgn de raaklgnen in O en k^ aanPj, 
die elkaar op de as gjl*" van Pj moeten ontmoeten. De raak- 
Ign in O aan Pj nu vinden wg bg voorbeeld op de volgende 
wijze : daar Z O D/-"-'" A^* = Z X^^ Dy'-"-"' A^ = 90" is , en 
de beenen van den eenen hoek den anderen middendoor 
deelen, vormen de vier stralen, waaruit de beenen dezer 
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twee hoeken bestaan^ een harmonischen bundel; van uit 
ieder ander punt van P^ moeten nu de vier punten Xqq, 
Dy''''"', A2* en O eveneens door een harmonischen stralen- 
bundel geprojecteerd worden; dus ook van uit het punt 
O zelf, dat wil zeggen, de drie stralen OXqq, O D/*"*'", 
O A2* en de raakl^n in O aan P^ vormen een harmonischen 
bundel. Sn^'dt men dezen stralenbundel met de Ign gj^''"^ dan 
verkrggt men de punten Aj, Dy'*"'"' en het oneindig verre 
punt van ^/•'"; het vierde harmonische van dit laatste met 
betrekking tot de beide eerste, dus het sn^punt met de ge- 
vraagde raaklyn in O , ligt in het midden tusschen A^ en 
Dy'-"*'", of, wat hetzelfde is, de raaklgn in O gaat door het 
punt C, dat evenver van Dy'*"*'" verw^derd is als A^*. De 
raaklgn in A^* gaat dus ook door C, waaruit volgt, dat de 
snglgn der beide raakvlakken langs dy en gd aan den kegel 
niets anders is dan de Ign G Dy ; en omdat deze Ign klaar- 
blgkelgk loodrecht staat op het vlak Hy (waarin, zooals wg 
zooeven zagen, de beide Ignen dy en g^ zelf gelegen zgn) 
staan de raakvlakken langs deze Ignen eveneens op het vlak 
Hy loodrecht, wat voor het vervolg van gewicht zal blgken 
te zgn. 

Construeert men van alle stralen g door Dy de derde door- 
gangspunten , dan vindt men als derden doorgang van onzen 
kegel weer eene parabool P3, gelgk en gelgkvormig aanP^, 
en symmetrisch daarmede gelegen met betrekking tot de Ign 
dy'"'"'\ ook zg gaat door O, en heeft Dy'-"*'" tot top; hare 
as is de Ign g^''"' evenwgdig aan de y-as. Construeert men 
daarentegen de tweede doorgangspunten , dan vindt men als 
meetkundige plaats daarvan, of als tweeden doorgang van 
den kegel, eene gelgkzgdige hyperbool H^^ die de beide 
Ignen dy*"*'" en g/" tot assen en gjl'" en g^''"' tot asymp- 
toten, en dus Dy'"'"' tot middelpunt heeft; de beide toppen 
zgn O en het tweede doorgangspunt S^^j van gd. 

§ 6. De snglgn der beide raakvlakken langs gj, en ^„', die 
door Dy gaat en evenwgdig loopt aan de y-as, is de pool- 
straal van het vlak ghgvt dat evenwgdig is aan het verticale 
projectievlak ; maar deze poolstraal staat op zgn poolvlak 
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loodrecht, waaruit volgt, dat de poolstraal ééne der assen, 
en het vlak gxgv één der hoofd- of symmetrievlakken van 
den kegel is; wat bg voorbeeld toegelicht wordt door de 
beide Ignen dy en ^^, die inderdaad ten opzichte van dit 
vlak symmetrisch liggen. 

Wg zagen echter ook, dat de beide raakvlakken langs 
dy en gi op het vlak Hy loodrecht staan; dit vlak is dus 
het tweede symmetrievlak, en de Ign CDy de tweede as van 
den kegel ; en dit wordt weer toegelicht door de beide l^nen 
ffh en g^. Het derde en laatste hoofdvlak is dus het vlak door 
Dy evenwgdig aan Hy'] de derde as de loodlgn in Dy op 
dit vlak. 

Ieder vlak evenw^dig aan Hy' sn^dt onzen kegel volgens 
eene ellips; brengen w^ het vlak in het bizonder door het 
punt Sj^d, het eene toppunt van jET^, dan is de tweede 
doorgang de Ign E F, de topraaklgn van H^^ terwgl de 
eerste loodrecht op de ^-as staat. Van de ellips E nu, die 
dit vlak uit den kegel sn^dt, projecteert zich de kleine as 
in ware grootte in de Ign k^^^gd^, de groote daarentegen, 
eveneens in ware grootte, in de Ign E F; en aangezien deze 
twee Ignen klaarblgkelgk tot elkaar in verhouding staan als 
1 : V^2, vinden wg de stelling, dat ieder vlak evenwgdig 
aan Hy' den kegel sngdt volgens eene ellips, waarvan de 
assen zich verhouden als 1 : V^* Bovendien liggen deze 
ellipsen steeds in vlakken , die zoowel met het eerste als met 
het derde projectievlak hoeken insluiten van 45° ; zoowel de 
eerste als de derde projectien zgn dus cirkels, die alle door 
het punt Dy'*"-'" gaan, en de Ignen gjl'" en g^'*'" tot cen- 
tralen hebben. Zoo zgn bg voorbeeld van de ellips Em het vlak 
door S2 gd de eerste en derde projectie cirkels E en E'\ die 
door Dy''"*'" gaan en de punten C en D tot middelpunten 
hebben. 

Met behulp van deze cirkels nu kunnen wg het vraagstuk, 
dat reeds in § 4 werd opgelost , (de stralen onzer congruentie 
te vinden , die in een willekeurig vlak V liggen) , langs den 
volgenden, meer eenvoudigen weg, nogmaals oplossen: de 
beide gezochte stralen (wanneer wg van den derden oneindig 
verren afzien) zgn de snglgnen g^ en grg van V met den 
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kegel , die het sn^punt Dy van V met dy tot toppunt heeft. 
Is dus in fig. 2 het ylak met de doorgangen d^ , d^ een 
ylak, dat het punt Dy bevat, en sneden w^ dit ylak met 
het vlak evenwgdig aan Hy' ^ dat de hierboven genoemde 
ellips E draagt, dan zullen de beide verbindingsl^nen van 
Dy met de beide sn^punten van E met de snglgn è der 
beide vlakken de gezochte stralen g^ en g^ zyn. Maar deze 
ruimteconstructie laat zich bizonder eenvoudig in werkel^k- 
heid uitvoeren, omdat twee projectien van E cirkels zgn; 
construeeren w^ bg voorbeeld van de sn]yl^n « de eerste 
projectie 5', dan hebben w^ deze eenvoudig met den cirkel 
E in P' en Q' te sneden , om in de beide stralen van Dy'*"*'" 
naar deze twee punten de eerste en dus ook de derde pro- 
jectien van ^j en g^ te vinden , waardoor deze zelf in de 
ruimte bepaald zijn. 

Men kan echter ook, in plaats van ^^ s'" construeeren en 
deze met E" in P'" en Q'" sneden ; dan moet men echter 
juist dezelfde twee l^nen van zooeven weer terugvinden, 
omdat de eerste en derde projectien dezer l^nen samen moe- 
ten vallen ; dat wil dus zeggen , (fig. 2) dat P' en F" en 
evenzoo Q' en Q"' met Dy'-"*'" op twee rechte 1^'nen ^/''" en 
g^*'" moeten liggen. 

§ 7. Wg gaan ten slotte over tot de laatste hoofdeigenschap 
'van onzen kegel, om daarna het stelsel van alle kegels te 
onderzoeken, die men verkrggt, door het punt Dy de ge- 
heele l^n dy te laten doorloopen. 

ledere kegel van den tweeden graad kan op oneindig vele 
verschillende w^zen ontstaan uit twee projectivische vlakken- 
bundels, waarvan de ribben door het middelpunt van den 
kegel gaan; twee willekeurige beschr^vende Ignen .van den 
kegel kunnen als ribben van zulke bundels opgevat worden. 

Nemen w:g nu eerst de beide l^nen dy en gd in het vlak 
Hy als ribben van twee projectivische vlakkenbundels aan^ 
dan kunnen wg van deze dadelgk vier paren van overeen- 
komstige vlakken aangeven, dus zelfs nog één paar meer 
dan voor de bepaling der projectiviteit noodig is. Bij het 
vlak dygd of Hy behoort namelgk het raakvlak langs gr^. 
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dat volgens § 5 op ^y loodrecht staat; b^ het raakvlak 
laugs dy behoort omgekeerd het vlak Hy^ eu ook deze twee 
overeenkomstige vlakken staan loodrecht op elkaar; b^ het 
vlak dy gk of H^' behoort g^ gh » dat evenw^dig is aan Hg en 
dus op Hg' loodrecht staat; en eindel^k behoort bg het vlak 
dygv of He', het vlak gdgv, dat evenw^dig is aan Hg en 
dus op Hg' loodrecht staat. 

Van de vier paren van overeenkomstige vlakken, die wg 
kennen, staat dus steeds ieder vlak op zgn overeenkomstig 
loodrecht; daaruit volgt, dat dan ook alle andere paren on- 
derling loodrecht zgn , en dat dus onze kegel in de ruimte op 
overeenkomstige wgze ontstaan kan als een cirkel in het vlak ; 
het is een zoogenaamde orthogonale kegel, zooals Hachëtte 
dien voor het eerst ontdekt heeft *); en hg heeft dus onder 
anderen de verdere merkwaardige eigenschap , dat ieder vlak, 
dat loodrecht op dy of gd staat , hem volgens een cirkel sngdt. 
Wg zagen echter, dat voor onze doeleinden deze cyclische 
doorsneden niet de meest gewenschte waren, omdat hare 
projectien ellipsen zgn; wg gebruikten met voordeel elliptische 
doorsneden y wier projectien integendeel cirkels waren. 

Men weet verder, dat iedere orthogonale kegel niet slechts 
op ééne enkele wgze uit twee projectivische vlakkenbundels 
met loodrecht op elkaar staande overeenkomstige vlakken, 
maar bovendien op oneindig vele verschillende manieren uit 
twee congruente bundels ontstaan kan , — uit bundels dus , die 
de eigenschap hebben , dat ieder willekeurig paar vlakken 
A, B in den eenen denzelfden hoek insluiten als hunne over- 
eenkomstige A\ B> in den anderen ; — ieder paar beschrgvende 
Ignen van onzen kegel, die symmetrisch liggen ten opzichte 
van het vlak dygd of Hy, kunnen als ribben van twee zulke 
bundels worden aangezien. Dit kunnen wg aan onzen kegel 
nu gemakkelgk nagaan met behulp der beide beschrg- 
vende Ignen gj, en «gr», die inderdaad ten opzichte van Hy 
symmetrisch zijn: bg de vlakken gvghi gvgd^ het raakvlak 
langs gv en g^dj, die achtereenvolgens hoeken van 45° met 
elkaar insluiten, behooren: het raakvlak langs gn, gngdi ghgv 



1) Corretpondance sur Vécole impér. poUft. I. 
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en ghdyj die dit eveneens doen; waardoor bevestigd is, dat 
deze beide bundels congruent zgn. 

§ 8. Gedurende al onze voorafgaande beschouwingen heb- 
ben wig steeds het punt D^ als een vast punt van dy aan- 
gezien; w:g kunnen nu van deze veronderstejling afzien^ en 
vragen , wat er zal geschieden , wanneer het punt \)y de ge- 
heele l^n dy gaat doorloopen. In iederen nieuwen stand zal 
Dy weer het middelpunt z:gn van een nieuwen kegel van 
den tweeden graad, die met al de eigenschappen zal z^n 
toegerust, die w^ aan den eersten ontdekt hebben; als voor 
ons nieuw komt daarb^ nu echter de eigenschap, dat al 
deze nieuwe kegels onder elkaar, en dus ook met betrekking 
tot den ouden, evenw^dig en dus gel^k en gelijkvormig z^n, 
of, zoo als w^ ons liever uit willen drukken, dat zij alle 
dezelfde oneindig verre kegelsnede , K^ , bevatten. 

Inderdaad, wanneer van twee rechte l^nen in de 
ruimte twee paren van gel^knamige projectien evenw^dig 
z^n, dan z^n ook de l^nen in de ruimte zelf evenw^dig; 
denkt men nu door twee willekeurige punten van dy""'"' de 
stralenbundels in het vlak van teekening getrokken; dan 
behoort b^ iederen straal van den eersten bundel een aan 
dien straal evenwigdige uit den tweeden; geeft men dan aan 
den eenen straal de notatie g^*"' en aan den anderen g^'"\ 
dan zgn van de daardoor bepaalde stralen g^ en g^ ojQzer 
congruentie werkelgk twee paren gelgknamige projectien, (de 
eerste en derde namel^k,) evenwgdig, zoodat ook g^ en g^ 
zelf evenwgdig z^n; bg iedere beschr^vende Ign van één 
kegel behoort dus steeds eene daaraan evenwgdige beschrg- 
vende Ign van iederen anderen kegel; alle kegels zgn dus 
onderling evenwgdig, en bezitten ten gevolge daarvan dezelfde 
oneindig verre kegelsnede K^ . 

Bedenkt men verder, dat ook alle kegels de Ign dy en het 
raakvlak langs die Ign gemeen hebben (want wg zagen in 
§ 5, dat dit vlak steeds loodrecht op Hy moet staan), dan 
vindt men, dat zg, alle te zamen genomen, een zeer bizon- 
deren bundel van vlakken van den tweeden graad vormen. 
Zg gaan inderdaad alle door dezelfde ruimtekromme i2* ; 
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maar deze ruimtekromme bestaat uit de kegelsnede K^^ en 
uit de l^n dy^ deze laatste echter tweemaal geteld, van wege 
het aan alle kegels gemeenschappel^ke raakvlak langs dy. 

Voor het oneindig verre punt van dy als kegelmiddelpunt 
ontaardt de kegel in het oneindig verre vlak zelf en het 
gemeenschappel^ke raakvlak ; en door deze eigenschap worden 
wg nu in staat gesteld de sch^nbare uitzondering, die wig 
op eene stelling van § 4 vonden , aangaande de sn^'punten 
van de stralen onzer congruentie met cZy, te doen verdwe- 
nen. Want daar de Ign rfy, als gemeenschappel^ke beschrg- 
vende Ign van alle kegels uit den bundel, de kegelsnede K^ 
moet snyden, kan het stelsel, dat bestaat uit deze lyn en 
de kegelsnede K^ , worden aangezien als eene ontaarde 
ruimtekromme R^; vat men echter de zaak zoo op, dan is 
iedere straal g onzer congruentie, en nu ditmaal geheel zon- 
der uitzondering, eene koorde van R^: iedere niet oneindig 
ver liggende straal verbindt een punt van dy met een van 
Zqq ; iedere oneindig ver liggende daarentegen sngdt K^ in 
twee punten, en iedere oneindig ver liggende, die tegel^k 
door het oneindig verre punt van dy gaat, bevat zelfs drie 
punten van het stelsel R^, 

Onder alle kegels van den bundel is er één, dien w^ nog 
een weinig nauwkeuriger moeten beschouwen, omdat h^ ons 
den stand van K^ beter doet kennen dan de andere: het is 
de kegel, wiens middelpunt in O ligt. Deze bevat, behalve 
de l^n dy^ de a;-as, de ^r-as en de l^n df, terwijl de raak- 
vlakken langs de x en de -e-as het eerste en derde projectie- 
vlak zelf z^n. jKqq bevat dus, behalve de richtingen van dy 
en van d, ook die van de .»- en ^r-as, terw^l zg in de beide 
laatstgenoemde punten bovendien het eerste en derde projec- 
tievlak raakt; zg is dus symmetrisch ten opzichte van het 
tweede projectievlak , en kan eveneens als symmetrisch aan- 
gezien worden ten opzichte van het vlak Hy. 

§ 9. Het kan niet ons doel zgn alle uitkomsten, die wy 
tot nu toe door zuiver meetkundige beschouwingen gevonden 
hebben , nog eens op nieuw door berekening te willen vinden; 
maar het is misschien toch niet geheel overbodig, vbu den 
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kegel Dy en den kegelbundel ten minste de vergel^kingen 
op te stellen. 

Is eene rechte lyn in de raimte gegeven door hare eerste pro- 
jectie x^=ay -\-h en hare derde, y =a^z-\-b^^ en vereenigt 
men het derde projectievlak met het tweede, dan moet men 
+ y vervangen door — a? en omgekeerd , zoodat dan de ver- 
gel^king der derde projectie luidt — x = ay^ -s^ + ^i» Door nu 
het vereenigde tweede en derde projectievlak in het eerste 
neer te leggen, wordt -]r z door —y ver vangen en omgekeerd; 
dus luidt dan de vergelgking — ^=— «jy-f-Jj oi x=^a^y-'h^^ 
terw^l daarentegen die der eerste projectie onveranderd is 
gebleven x^=ay-^b* 

Zullen nu de eerste en derde projectie samenvallen , 
dan moet a^=a en 6j = — b zgo , zoodat de vergelgkingen 
oorspronkel^k geweest moeten z^n 

x = ay-\-b en y = az — b. 

Hierin zgn a en 6 willekeurige, van elkaar onafhankel^ke 
grootheden, zoodat het aantal l^nen, die aan deze verge- 
l^kingen voldoen, inderdaad dat eener congruentie is. 

Kiest men voor x, y^ z willekeurige waarden Xq^ y^^ Zq, 
dan laten zich in het algemeen a en 6 bepalen; door ieder 
punt P gaat dus één straal der congruentie, en zoo voort. 

Verhouden zich daarentegen Xq^ y^^^ Zq als A, — A, A, dan 
verkr^gt men A = — aA + J en — A = aA — 6, of weer 
A = — a A + J ; door een punt van dy gaan dus oneindig 
vele stralen der congruentie. De vergel^king van den kegel, 
waarop al deze stralen liggen, vindt men op de volgende 
wgze : daar Xz=ay-\-b en in het bizonder A = — a A -f- & 
is, is ook 

(^-A) = a(y + A). 

En evenzoo vindt men 

(y + A) = a(^-A). 

Door eliminatie van a uit deze beide vergelgkingen vindt 
men als vergelyking van den kegel met het middelpunt 
(A, -A, A) 

(j^ + A)^ = (^ — A)(^-A); 
en deze vergelgking stelt tegelgk den geheelen kegelbundel 
voor, wanneer men A niet als standvastig, maar als een ver- 
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anderlgken parameter beliandelt. Zoo ontstaat bg voorbeeld 
voor A = de zooeven behandelde kegel met het middel- 
punt in O 

§ 10. In het voorgaande ziyn alle hoofdeigenschappen der 
congruentie, die wg wilden onderzoeken, aan het licht ge- 
treden; volledigheidshalve willen wij echter nog ééne vraag 
opwerpen en in het kort bespreken, om daarna nog op- 
merkzaam te maken op een geheel ander standpunt, van 
waar uit men ons vraagstuk kan oplossen, waarb^ dan ech- 
ter het elementaire karakter daarvan geheel verloren gaat. 

WJ onderzochten, hoeveel stralen g der congruentie door 
een willekeurig punt gaan, en hoeveel er in een willekeurig 
vlak liggen: gaan wij nu nog na, hoeveel er eene wille- 
keurige rechte l in de ruimte snyden. Natuurlek oneindig 
veel, want door ieder punt van l gaat er een. 

Daar nu al deze stralen g de gemeenschappel:yke trans- 
versalen zgn van i, dy en K^^ moeten. z^ op een regelopper- 
vlak O* van den vierden graad gelegen zgn ; maar dy en -£"00 
sneden elkaar; het vlak door dit sn^punt en l zondert zich 
af van 0^, omdat de transversalen, die daarin liggen, niet 
tot de congruentie behooren ; als eigenl^ke meetkundige plaats 
van alle congruentiestralen , die l sneden, blijft dus over een 
regeloppervlak 0^, dat l tot richtlgn en dy tot dubbellgn 
heeft; want door ieder punt van l gaat één straal ^, in 
ieder vlak door l daarentegen liggen er twee, die elkaar op 
dy ontmoeten. Twee vlakken gaan er in het algemeen door 
2, waarin de beide stralen g samenvallen, en langs welke 
dus O' afwikkelbaar is; dat zgn de beide raakvlakken door 
l aan K^ , die men wel op de eenvoudigste wgze vinden kan 
met behulp van de Ign Z* door O evenwgdig aan l en den 
kegel, die O tot middelpunt heeft. 

De doorsnede van 0^ met het oneindig verre vlak bestaat 
uit jKqq en de verbindingsl^n der richtingen van rfy en Z; 
die met het eerste projectievlak uit eene vlakke kromme 
E? van den derden graad met een dubbelpunt in O en een 
parabolisch punt in het oneindig verre punt der ^-as; die 
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met het derde projectieylak uit eene dergel^ke kromme; en 
zoo voort. 

Sngdt l zelf de kegelsnede K^ , dan ontaardt 0^ in het 
vlak door dit sngpunt en dy en in eene hyperboloïde , die 
Zqo tot oneindig verre kegelsnede heeft, en wier asympto- 
tenkegel das evenw^dig is aan de kegels van onzen vroege- 
ren bundel. Nu waren deze laatste kegels orthogonaal, dus 
is de asymptotenkegel van onze hyperboloïde het ook; en 
aangezien de asymptotenkegel van een kwadratisch oppervlak 
daardoor ontstaat, dat men de beide projectivische vlakken- 
bundels met elkaar kruisende ribben, die het oppervlak zelf 
voortbrengen, evenw^dig aan zich zelf verplaatst, totdat 
hunne ribben door het middelpunt van het oppervlak gaan, 
en dan op nieuw de sn^l^'nen van overeenkomstige vlakken 
construeert, zullen de beide oorspronkel^ke bundels eene 
zoogenaamde orthogonale hyperboloïde voortbrengen (Binet, 
Correspond, sur Vécole impériale polyt. II), wanneer de beide 
verplaatste een orthogonalen kegel doen ontstaan. Alle op 
de aangeduide w^ze ontstane hyperboloïden z^n dus ortho- 
gonaal; zg gaan alle door K^^ en rfy, en hare symmetrie- 
vlakken en assen z^n evenw^dig aan die der kegels uit den 
bundel; de vlakken dus in het bizonder aan het tweede 
projectievlak , aan Hy en Hy'. 

Denkt men zich alle rechten Z, die door een willekeurig 
punt P in de ruimte gaan, en bovendien alle K^^ sneden, 
dus met andere woorden den kegel door P evenwjdig aan 
de kegels van den bundel, dan vormen de hyperboloïden, 
die b^ deze l^nen l behooren, een bundel van kwadratische 
oppervlakken; want behalve K^ en dy hebben al deze hy- 
perboloïden nog gemeen den straal g der congruentie , die 
door P gaat, dus, alles te zamen genomen, eene ontaarde 
ruimtekromme i2*. 

Of kiest men alle l^nen Z, die door een willekeurig punt 
van K^ gaan en alle één en denzelfden straal g der con- 
gruentie sneden, dan vormen ook de hyperboloïden, die b^ 
deze l^nen behooren, een bundel, om dezelfde reden als 
zooeven. Zoo is bg voorbeeld bizonder eenvoudig te onder- 
zoeken de bundel van hyperboloïden, behoorende bg alle Ig- 
N, A. T. W. ^ R, Dl. I. 9 



124 

I in het tweede projectievlak en evenw^dig aan de ^r-as; bg 
de ^-as zelf behoort als bizondere hyperboloïde de kegel 
y^=:az van § 9; de middelpunten van alle hyperboloxden 
liggen op eene rechte l^n door O en in het eerste projectie- 
vlak , namelgk juist op de raakl^n O C in O aan de para- 
bool Pj; de symmetrievlakken evenwgdig aan jETy» sngden uit 
de hyperboloïden ellipsen , wier assen zich verhouden als 
1 : v/2 , en zoo voort. 

§ 11. In deze laatste paragraaf eindelgk willen vrg nog 
melding maken van eene andere opvatting van het door ons 
behandelde vraagstuk, die Prof. Fibulbr kort uiteen heeft 
gezet in een klein opstel in de » Monatahefte für Mathema' 
tik und Physik** III. Jahrg. Seite 193, en waarb^, wel is waar, 
het elementaire karakter van het vraagstuk verloren gaat, 
maar die daar tegenover het voordeel bezit, ook andere, met 
het onze nauw verwante, vraagstukken als het ware gelgk- 
tgdig op te lossen. 

Het instrument, als het geoorloofd is het zoo te noemen, 
waarmede men de eersteof horizontale projecties van alle pun- 
ten en rechten in de ruimte bepaalt, is het stralen- en vlak- 
kennet, waarvan het oneindig verre punt Z^ der z-as het 
toppunt is; het eerste projectievlak zelf, opgevat als het 
inbegiïp van al zgne punten en rechten, is eene noianale 
doorsnede van dat net, waardoor dit laatste zelf tegelgkertgd 
bepaald wordt. De tweede projectien van alle punten en 
rechten in de ruimte worden verkregen met behulp van een 
dergelyk net, maar waarvan het punt Y^q het toppunt is. 

Wordt het tweede projectievlak in het eerste neergeslagen, 
dan komt het punt Yqq op Z^ te liggen; de beide netten 
hebben dan hetzelfde toppunt. Beschouwt men nu alle rechten 
in het vlak van teekening als samenvallende eerste en tweede 
projectien van Ignen in de ruimte, dan worden de beide 
netten identisch , en dus congruent , en dus ook projeetivisch. 
Wordt dan het tweede projectievlak weer opgericht, dan 
zgn de beide projecteerende netten wel is waar niet meer 
identisch , maar daarom toch nog wel congruent. De rechten 
in de ruimte dus, wier eerste en tweede projectien samenvallen, 
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kunnen worden opgevat als de sn^'liynen der paren yan 
overeenkomstige vlakken uit twee congruente vlakkennetten , 
wier toppunten Zqq en Yqq zgn. Maar deze netten zgn, be- 
halve congruent, ook nog perspectivisch; want van alle Ig- 
nen, die de ^-as loodrecht kruisen of sngden, vallen de 
beide projecteeren de vlakken niet alleen na het neerslaan 
van het verticale projectievlak , maar ook reeds daarvoor 
samen; de beide netten hebben dus den bundel van vlakken 
met de ribbe Zqq Yqq , dat wil zeggen alle vlakken loodrecht 
op de ^-as, overeenkomstig gemeen, en zgn dus perspecti- 
visch. Zg moeten derhalve een perspectiefvlak bezitten, 
waarop de snglgnen van alle paren van overeenkomstige 
vlakken gelegen moeten zgn, en dit is het vlak Hg'. (§1). 
Daarom dus liggen alle Ignen, wier eerste en tweede pro- 
jectien samenvallen, in een plat vlak. 

Volkomen hetzelfde geldt nu voor de tweedeen derde projectien. 
Hier heeft men twee projecteerende netten met de toppunten 
Yqq , Xqq , die ook perspectivisch zgn , omdat zg alle vlak- 
ken loodrecht op de ^-as overeenkomstig gemeen hebben. 
Hun perspectiefvlak is £r^', en daarin liggen dus alle Ignen, 
wier tweede en derde projectien samenvallen. 

Maar deze redeneering is niet meer juist, waar het de eerste 
en derde projectien geldt. Wel is waar worden ook hier de 
beide projecteerende netten, met de toppen Zqq en Xqq , na 
het vereenigen der drie projectievlakken , identisch en dus 
congruent; maar in hun oorspronkelgken stand zgn zg niet 
perspectivisch, omdat van Ignen, die de y-as loodrecht krui- 
sen of sngden , de eerste en derde projectien niet samenval- 
len, maar integendeel loodrecht op elkaar staan. Alleen he^t 
oneindig verre vlak der ruimte hebben zg overeenkomstig 
gemeen, omdat van de Ignen^ die daarin liggen, alle pro- 
jectien, en dus ook de eerste en derde, samenvallen. 

Onze stralen g zgn dus de snglgnen der overeenkomstige 
vlakken van wel is waar congruente, maar niet perspectivi- 
sche vlakkennetten; zg liggen dus ook niet in een perspec- 
tiefvlak, maar vormen eene congruentie. Daar echter de 
beide projectivische netten congruent zgn, zgn ook alle 
overeenkomstige vlakkenbundels en zoo voort der beide net- 
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ten congruent , en daarin ligt de oorzaak van het yer- 
sch^nsel, dat alle kegels en hyperboloïden , die w^ in den 
loop onzer beschouwingen ontmoet hebben, orthogonaal 
waren. 

Het voordeel van deze opvatting ligt uu, zooals w^ reeds 
deden opmerken , daarin , dat zg ons ook in staat stelt vraag- 
stukken van anderen, hoewel overeenkomstigen aard, op te 
lossen. Vraagt men b^ voorbeeld naar de 1^'nen, van welke 
twee projectien nu niet meer samenvallen, maar symmetrisch 
liggen ten opzichte van één der assen van projectie, dan leidt 
het onderzoek tot vlakkennetten , die niet meer rechtstreeks, 
maar indirect congruent zgn, en die, voor symmetrische eerste 
en tweede projectien met betrekking tot de .r-, en voor sym- 
metrische tweede en derde met betrekking tot de y-as, per- 
spectivisch, voor symmetrische eerste en derde daarentegen 
algemeen liggen ; men vindt de vlakken jff^, H^ en eene nieuwe 
congruentie. W^ onderzoeken dit vraagstuk echter niet verder. 



OVER DE KOORDEN EENER RUIMTEKROMME, 
DIE DOOR EEN VAST PUNT P GAAN. 



DOOR 



H. DE VRIES. 



Wordt een oppervlak van den m®^ graad door een ander 
oppervlak van den graad n gesneden volgens een raimte- 
kromme van den graad m.n, dan vindt men het aantal 
koorden dezer ruimtekromme, die door een vast punt P gaan, 
uit de formule 

h = jm,n.{m — 1) (n — 1). 

Van deze stelling vindt men een analytisch bew^s in 
Salmon-Fibdlbr , Analytische Geometrie des Raumes, 3® Aufl. 
Art. 106, Seite 130. 

In het hier volgend opstel zullen w^ nu trachten dezelfde 
stelling, benevens eenige andere, die er gemakkel^k uit af- 
geleid kunnen worden, door meetkundige beschouwingen te 
verkrggen; voor wg echter daartoe overgaan, zg het geoor- 
loofd een korte beschrijving te geven van een ander analy- 
tisch bewgs dan in het aangehaalde werk te vinden is, ten 
einde daardoor later in staat gesteld te zgn op een merk- 
waardige overeenkomst te wyzen , die tusschen dit analytische 
en het later te geven synthetische bew^s bestaat. 

!• W:g gaan uit van twee willekeurige oppervlakken jf^*, 
F* van de graden m en n, wier vergelgkingen wg in ge- 
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wone rechthoekige coördinaten symbolisch uitdrukken door 
F^ = en i^» = 0, en wg bepalen de koorden der ruimte- 
kromme i?"" van den graad mw, volgens welke deze beide 
oppervlakken elkaar sngden, die door den oorsprong O der 
coördinaten gaan. Is P een willekeurig punt der ruimte met 
de coördinaten ^q, j^q, Zq, dan kan men de verbindingslgn 
OP analytisch voorstellen door de vergelgkingen 

en wanneer men deze waarden voor ^, y, z in F^ = 0, 
i^" = invoert, dan ontstaan er twee vergelgkingen, die 
in A van de graden m en n zijn, en die de sngpunten van 
O P met de gegeven oppervlakken aangeven. Is P in het bg- 
zonder een punt van de ruimtekromme 72"**, dan moet aan 
deze beide laatste vergelgkingen worden voldaan door de 
waarde A = 1 , of, wat op hetzelfde neerkomt, de linkerzgden 
dezer vergelgkingen moeten zonder rest deelbaar zgn door 
A — 1. Heeft men de deeling uitgevoerd , dan big ven er 
twee vergelgkingen over, die nu in A nog slechts van de 
graden m — 1 en w — 1 zgn ; en wanneer O P niet slechts 
een gewone snglgn, maar een koorde is van iZ"*, dan moeten 
deze beide nieuwe vergelgkingen een gemeenschappelgken 
wortel hebben. Elimineert men dus A uit deze vergelgkingen, 
dan verkrggt men de voorwaarde, waaraan de coördinaten 
^0» Voi ^0 Dioeten voldoen, wanneer OP een koorde van 
Rr* zal worden. Deze voorwaarde verkrggt men in den vorm 
eener vergelgking , die in ^q, j/q, Zq van den graad {m— 1) (n— 1) 
is, en die derhalve, wanneer men Xq, Jq, Zq door de veran- 
derlgke coördinaten x,y, z vervangt, een oppervlak ir(»»-i)(»^i) 
voorstelt. De sngpunten dus van de drie oppervlakken i^", 
jTn^ jp(m"i)(n-i)^ ^jgj. aantal gelgk is aan w.n.(w— l)(w--l), 
liggen paarsgewgze op koorden van ft"*" door P, zoodat het 
aantal dezer koorden | m . w . (w — 1) (w — 1) bedraagt. 

II, Om tot een zuiver synthetisch bewgs van onze stelling 
te komen, veronderstellen wg, dat m het grootste der beide 
getallen m en n is; zgn zg in het bgzonder aan elkaar 
gelgk, dan kan men de hier volgende beschouwingen op 
elk der beide oppervlakken F^ en F*, onverschillig op welk , 
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toepassen. De ruimtekromme 22»», die de doorsnede is der 
beide oppervlakken, wordt van uit een willekeurig punt P 
in de ruimte geprojecteerd door een kegel Z* » van den graad 
mn; en deze kegel sngdt i^" volgens een ruimtekromme van 
den graad mn^. Maar iZ»" is een gedeelte van deze ruimte- 
kromme, omdat zg zoowel op F* als op den projecteerenden 
kegel ligt; de restdoorsnede is dus van den graad mw2 — mn = 
mn{n — 1) , en kan voorgesteld worden door het symbool 
jfmnin-i)^ Iedere ribbe van den kegel jiP"" sngdt i^* in w pun- 
ten; één van deze punten ligt slechts op iZ""*, en dus liggen 
de overige n — 1 alle op jB««(»— i). Denken wg een ribbe 
van den kegel, die van de kromme ip»«(»»— i) n punten be- 
vat, dan moet zg een dubbelribbe zgn, omdat een enkel- 
voudige ribbe niet meer dan n — 1 van die punten kan be- 
vatten; maar een dubbelribbe van den kegel is tevens een 
koorde van i2"»», want de kegel was oorspronkelgk de pro- 
jecteerende kegel van i?"*; in dit geval zgn dus alle n sng- 
punten der ribbe met F* punten van jB««(«-i), en twee van 
die punten tevens punten van iZ"", waaruit volgt, dat in het 
algemeen de sngpunten der beide op jP" gelegen krommen 
iZ"» en ip»«(»»— 1) paarsgewgze op de gezochte koorden door P 
liggen. 

Er bestaan echter uitzonderingen op dezen regel: het 
eerste pooloppervlak P»— i van P ten opzichte van F" wordt 
namelgk door JB"» gesneden in m.n.{n — 1) punten, en 
wanneer wg een van die punten , dat wg Q, willen noemen, 
met P verbinden, dan is de Ign PQ^ een raaklgn van F* 
in het punt Qp Daar nu Qj een punt is van iZ"* moeten 
de overige n — 1 sngpunten van PQj met i^" op if«»(«— i) 
liggen; maar één van die punten, Q^ bg voorbeeld, valt 
met Q^ samen, zoodat Qj een sngpunt is van iZ"" en 
ip»» («-!), zonder dat daarom echter PQ^ een koorde is van 
iZ**; want zg bevat van it»»(«-i) slechts n — 1 punten 
Qa» • • • Q»> 6n is dus geen dubbelribbe van den kegel. 

TJit het bovenstaande volgt, dat men, om de koorden van 
iZ*» te verkrggen, die door P gaan, van het volledig aantal 
sngpunten der beide krommen iZ"** en iZ*«(«-i) eerst de 
m . 71 . (n — 1) punten af moet trekken , die op P**""^ liggen; 
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om dan het oyerbl^vend aantal door twee te deelen. Nu 
liggen Br* en iZ^wC^-i) beide op F*, terwgl de eerste boven- 
dien op jP» ligt; dus is het volledig aantal sngpunten gelgk 
aan m^ .n .{n — 1), en dus het aantal koorden h door P 
i = j. Jm*. n.{n — 1) — m,n.{n — 1 J = j^ w. w. (m — 1) • (w — 1). 
Bezit de kromme R** zelve een zeker aantal dnbbelpunten 
D, dan kannen de verbindingslynen van P met deze punten 
D als koorden van /2"" worden beschouwd; maar deze bg- 
zondere koorden zgn niet in het zooeven gevonden aantal h 
begrepen. Inderdaad, hoewel het punt D een dubbelpunt is 
van i2"% is het toch slechts een gewoon punt zoowel van 
F» als van i^; de Ign PD sngdt dus F" behalve in D nog 
in n — 1 andere punten , en deze laatste behooren tot 
jfmn(n—i)^ maar D zelf niet; waaruit volgt dat het aantal 
sngpunten van iZ"" en ip»«(«— i) door de punten D niet ver- 
mindert, en dus ook h onveranderd blgft. Zoo bezit bg 
voorbeeld een ruimtekromme iZ* van de eerste soort twee 
koorden, die door P gaan; heeft de kromme een dubbelpunt 
D , dan is P D eenvoudig een derde koorde , maar de twee 
eerste bleven bestaan. 

Ill, Wg hebben nu echter in het zooeven gegeven bewfls 
het oppervlak ir(»»--i)(n-i) yan den graad (m— l)(w — 1) 
nog niet ontmoet, door middel waarvan wg in het analyti- 
sche bewgs sub I het getal h bepaald hebben; wg willen 
dus nu onderzoeken, welk verband er bestaat tusschen dit 
oppervlak en de figuur, die wg in II behandeld hebben. 
Daarbg maken wg gebruik van de volgende bekende eigen- 
schappen van eeo stelsel van punten op een rechte Ign: 
zgn op een rechte Ign door een vast punt P n punten Aj , 
Aj , . . . . A, gegeven door een vergelgking van den n^^ graad 

ÜQ ^" + «1 ^**~^ + «2 ^"~^ +•••• + öt, = o , 

waarbg P de oorsprong der coördinaten is, en vervangt 
men in deze vergelgking x door i , waardoor zg overgaat in 

^0 + ^1 ^ + ^2 ^^ H" • • • • + ^ -2^ = O , 1) 

dan stelt de eerste afleiding van de linkerzgde dezer verge- 
lgking volgens Zj gelgk O gezet, dus 

ttj + 2 a^ -? -j- 3 ttg 2r^ + . . .^ -l" ^ • ^ • ^^"^ = O ... 2) 
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de w — 1 harmonische middelpunten M^, M^, . . . . M„_i van 
het stelsel Aj , . . . . A« met betrekking tot den pool P voor '). 
Zgn dus de n-punten A, , A^ , • • • . A, en de pool P ge- 
geven , dan zign ook de harmonische middelpunten Mj , 
M2 , . . . . Mn-i bepaald ; zgn echter omgekeerd de punten M 
en de pool P gegeven, dan zgn daardoor alleen de oor- 
spronkelyke punten A nog niet bepaald; want wanneer men 
de linkerz^de der laatste vergel^king volgens z integreert, 
en de uitkomst =0 zet, vindt men 

C + a, ^ + ttj ;j^ +.... + a, £f = O , 
waarin C een geheel willekeurig standvastig getal voorstelt^ 
dat dus oneindig veel verschillende waarden kan hebben. 
Deze vergel^kiug stelt dus ook oneindig veel stelsels van 
punten A voor, die echter alle met betrekking tot P als 
pool dezelfde harmonische middelpunten M,, . . . M„_i van 
den graad n — 1 hebben. Geeft men echter een van de 

punten A, bg voorbeeld A, , door zgn abscis j?! = — , dan 

zgn daardoor ook de punten A^, . . • A» bepaald ; want door 

de waarde -?, = — in de bovenstaande vergelijking in te 

voeren, vindt men een vergelgking ter berekening van C, 
en wanneer C bekend is, bg voorbeeld =ao, dan stelt de 
vergelgking 

S + ^i -2^ + + a«'2^ = 0, 

slechts één volkomen bepaald puntenstelsel A|,...A. voor. 

IT. Van deze eigenschappen maken wg nu op de vol- 
gende wgze bg de in II beschreven figuur gebruik: de Ign, 
die P verbindt met een willekeurig punt k^ van i^", sngdt 
het eerste pooloppervlak P**-^ van P met betrekking tot F^ 
in n — 1 punten Mj , M^ , . . . . M„_i. Bepalen wg nu de 
punten A^ , A3 , .... A» zoodanig , dat zg met A^ een stelsel 
van n punten vormen, waarvoor de punten Mp . . . M,^i de 
harmonische middelpunten van den (n — Vf^ graad zgn met 



1) Cbemona-Gitetzb. Einleitung in eine geom. Theor. d. ebenen Garven. | 8. 
Seite 16. 
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betrekking tot het punt P als pool, en laten wg het punt 
Aj het geheele oppervlak J^ doorloopen, dan zullen de 
punten A2, . . . A, eveneens een zeker oppervlak doorloopen , 
dat , zooals gemakkelgk is in te zien , van den graad m{n — 1) 
moet zgn. Want iedere rechte door P snijdt J^ in m, en 
dus het nieuwe oppervlak in m (w — 1) punten , waaruit 
volgt dat dit laatste een ir«(«-i) van den graad m(w — 1) is. 

Ligt Al in het bgzonder op de ruimtekromme iZ*», dus 
behalve op jp» ook nog op F*^ dan liggen ook de pun- 
ten Aj, .. . A, van jP»(«-i) op F^, of, wat hetzelfde is, op 
de kromme i?»«(«-^), want P*"^ is het eerste pooloppervlak 
van P juist ten opzichte van F*; hieruit volgt dus, dat 
pnin-i) Jqqj ^q geheele kromme ip»»(«-i) heengaat, of met 
andere woorden, dat deze kromme de volledige doorsnede is 
van ir"»(«-i) met F^. 

Wg onderzoeken nu verder de doorsnede van jF"* (*~^) met 
i^"». Het oppervlak F^ sngdt het pooloppervlak P*-^ volgens 
een ruimtekromme van den graad m{n — 1). Is Aj een wil- 
lekeurig punt dezer kromme, dan valt het met een der pun- 
ten Mj, . . . M„_i samen ; zgn reciproke abscis Zi=— vol- 



doet dus aan de vergelgkingen 1) en 2) van III tegelgker- 
tgd; maar 2) is juist de voorwaarde, dat 1) twee gelgke 
wortels heeft, dus moet één van de punten A2, ...A,, bg 
voorbeeld A2, met A^ samenvallen; waaruit volgt, aangezien 
Al op F^ en A^ op i?^(«-i) moet liggen, dat de volledige 
doorsnede van F^ met P*-^ tevens op i^(*^i) gelegen is. 
Maar de volledige doorsnee van P* met p«(«-i) is van den 
graad m^ (w — 1) ; een gedeelte daarvan , van den graad 
m{n — 1) , ligt op een oppervlak P*-^ ; dus zal het in het 
algemeen mogelgk zgn door het overblgvend gedeelte van 
den graad m^ {n — 1) — w (n — 1) = m (m — 1) (w — 1) een 
oppervlak p("»-i)(»»-i) van den graad (m — l)(n — 1) te 
brengen. Ook bestaat er nooit meer dan één zoodanig op- 
pervlak; want p(«»-i)(»»-i) en P*~^ tezamen genomen gelden 
voor een oppervak van den graad m(w — 1), dat met jP»("— i) 
een bundel van oppervlakken van den graad m (n — 1) 
bepaalt; aangezien er nu slechts één oppervlak P*-^ mo- 
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gel^k is, dat door het gedeelte der basiskromme gaat, 
dat van den graad m{n — 1) is [want waren er twee 
denkbaar, dan zouden z^ elkaar, aangezien m>n en dus 
ook w > w — 1 is , moeten snijden volgens een kromme van 
den graad m{n — 1) > (^ — 1)^] » zoo is er pok slechts één 
oppervlak ir(»-i)(«— i) door het overblgvend gedeelte mogelgk. 
Om nu de koorden van R** te vinden, die door P gaan, 
is het noodig (II) de sngpunten te bepalen van iZ"" en 
jpnn(n—i). yolgeus het boveustaaude zgn deze punten identisch 
met de sngpunten der drie oppervlakken i^", ir»K«-i)^ jr*^ 
of ook, daar men door de doorsnee der beide eerstgenoemde 
oppervlakken de nieuwe oppervlakken P«— i en i^(«-i)(«— i) 
brengen kan, identisch met de sn^punten van iP"* met deze 
beide oppervlakken. De sngpunten met P**-^ zgn, zooals 
wg reeds weten (II), voor ons n:aagstuk van geen belang; 
die met i?^»»-i)(»»-i) daarentegen liggen alle paarsgewgze op 
koorden door P. 

T. Passen wg nu de in IV verkregen uitkomst toe op 
de beide eenvoudigste gevallen, die hier mogelgk zgn, namelgk 
op de doorsnede van twee kwadratische oppervlakken en op 
die van een kwadratisch en een kubisch oppervlak. 

Worden de beide gegeven kwadratische oppervlakken voor- 
gesteld door F{^ en F.^^j en construeeren wg van P het pool- 
vlak Pj ten opzichte van Pj^, dan zal, wanneer het punt 
Aj het oppervlak F^^ doorloopt, het vierde harmonische punt 
Ag van Aj ten opzichte van P en het sngpunt Mj van P A^ 
met Pj eveneens een kwadratisch oppervlak F^'^ doorloopen 
[m (n — 1) = 2] , en , wat in het algemeene geval niet plaats 
vindt, F^^ zal omgekeerd uit F^'^ door dezelfde constructie 
gevonden kunnen worden, als waardoor wg zooeven het 
laatste uit het eerste vonden. 

F^^ en P^'^ hebben een vlakke doorsnee gemeen, die in 
Pj ligt; zg sngden elkaar dus nog volgens een tweede ke- 
gelsnee, waarvan het vlak [pc»»— 1)(«— i) wordt hier een plat 
vlakj door P gaat. Want verbinden wg P met een punt Aj 
dezer kegelsnee, dan is, volgens het zoo even over de invo- 
lutorische ligging der beide oppervlakken F^^ en F^'^ aan- 
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gehaalde, ook het bg Aj behoorende punt A^ een punt der 
kegelsnee. Dit vlak nu sngdt de ruimtekromme i2*, die de 
doorsnede is van F^ en F^^ in vier punten A, B, C, D, die 
paarsgew^ze op de beide door P gaande koorden PAB, 
PCD liggen. En aangezien deze punten A, B, C, D op 
beide kwadratische oppervlakken tegeligk liggen, zgn de 
vierde harmonische punten van F ten opzichte van A, B 
en C, D zoowel punten van het poolvlak P, als van Pg, 
waaruit dus de bekende regel volgt, dat de beide door P 
gaande koorden van R^ in het vlak liggen dat P verbindt 
met de snglgn der poolvlakken van P ten opzichte van de 
gegeven kwadratische oppervlakken. 

Is een der beide oppervlakken F^ van den derden graad, 
en het andere P^ van den tweeden, dan construeeren wg 
eerst het poolvlak P^ van P ten opzichte van P^, ver- 
binden daarna P met een willekeurig punt Aj van P^, en 
construeeren dan weer het vierde harmonische Ag van ky^ 
ten opzichte van P en Mj. Doorloopt dan Aj het oppervlak 
P', dan doorloopt A^ een nieuw oppervlak P'^ eveneens 
van den derden graad, dat weer met P^ involutorisch ligt 
ten opzichte van P en P^, en deze involutorische betrekking 
van af hankelgkheid zal voor ieder m bestaan , wanneer slechts 
n = 2 is. P^ en F^ hebben nu een vlakke doorsnee gemeen, 
die in P* ligt en van den derden graad is ; hun restdoorsnede 
is dus van den zesden graad en ligt op eenP,^, [p(«— 1)(»»— i)=Pj2]; 
dit laatste sngdt de doorsnede B^ van P^ en P^ in twaalf 
punten, die paarsgewgze op zes koorden door P liggen. 

Deze zes koorden nu zgn niet geheel van elkaar onaf han- 
kelgk. Want aangezien B^ op P^ ligt en dit oppervlak door 
F^ volgens een ruimtekromme van den vierden graad iZ* 
gesneden wordt , liggen de twaalf punten van i?*, die op de 
zes door P gaande koorden liggen, tevens op iZ*; waaruit 
volgt, dat die zes koorden van W tevens koorden van R* 
moeten zgn ; maar dan moet iZ^ noodzakelgk van uit P door 
een dubbel projecteerenden kwadratischen kegel geprojecteerd 
worden , waarmede de volgende stelling bewezen is : 

Sngden een kubisch en een kwadratisch opper- 
vlak elkaar volgens een ruimtekromme i2®, dan 
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gaan door ieder punt P in de ruimte zes koorden 
dezer ruimtekromme, die steeds op een kegel 
van den tweeden graad liggen. 

De projectie van R^ op een plat vlak van uit het punt P 
als centrum heeft dus zes schgnbare dubbelpunten , die op 
een kegelsnee liggen; het aantal werkel^ke dubbelpunten van 
R^ kan dus in geen geval grooter zgn dan vier. 

TI. Men kan nu ten slotte vragen , of ook in het alge- 
meene geval de \m .n .{m — 1) (n — 1) koorden van iZ*" 
die door P gaan, niet steeds op een kegel moeten liggen, 
die door een aantal ribben bepaald is, dat kleiner is dan 
het aantal h der koorden. Dit zal dan het geval z^n, wan- 
neer de doorsnede van het oppervlak i?x»-i)(«-i) ^g^ p, yau 
lageren graad i^ dan die van i^ en i^», dus dan, wanneer 
(m — l)(w — l)<wi is, een ongelgkheid, die men ook zoo 
schreven kan 



of 



m (w — 2) < w — 1 , 

n— 1 
^<I 5- 



Is n = 2, dan is m steeds kleiner dan ^r ; is echter 

n — 2 

n ^ 3 , dan kan m hoogstens = 1 zgn , een onderstelling 
die voor de theorie der koorden eener ruimtekromme geen 
waarde heeft. Alleen het geval n = 2 en w willekeurig is 
dus van belang. In dit geval is i?^(«-i) ==i?^"»j en F"^ en i''* 
hebben een vlakke doorsnede in P^ gemeen ; de restdoorsnede 
is dus van den graad m{m — 1) , en door deze kromme gaat 
het oppervlak i?^»»-i)(«-i) = i?^»-i. Dit oppervlak sngdt F^ 
volgens een ruimtekromme van den graad 2 (m — 1) , en 
voor deze zgn de {m.n .{m — 1) (w — \) = m{m — 1) koor- 
den van de doorsnede -B^* van F^ en F^ door P eveneens 
koorden , zoodat al deze koorden op den kegel van den graad 
m — 1 moeten liggen , die van uit P als centrum de kromme 
van den graad 2 (m — 1) dubbel projecteert. Wg vinden dus 
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de volgende algemeene uitkomst, waarvan de stelling in Y 
een bgzonder geval uitmaakt: 

Wordt een oppervlak van den m«^ graad F^ 
door een kwadratisch oppervlak F^ volgens een 
ruimtekromme i2^"* van den graad 2m gesneden, 
dan gaan door ieder punt P der ruimte m{m — 1) 
koorden dezer kromme; en deze koorden leggen 
steeds op een kegel van den graad m — 1. 



HET AFLEIDEN VAN DE ALGEBRAÏSCHE 

VERGELIJKINGEN VAN DE DERDE-MACHTS-REGEL- 

VLAKKEN, OP ELEMENTAIRE WIJZE, 



A. N. GODEPROT. 



Daartoe wordt in het X F-vlak verondersteld te zijn be- 
schreven , P. Eene kegelsnede en 2^. Eene derde-machts 
kromme l^n met knoop (respectievelgk keerpunt), beiden te 
beschouwen als richtlijn. 

1°. § 1. De kegelsnede in het X Z-vlak gaat door den 
oorsprong^ zoodat de vergelyking in onderling rechthoekige 
Gartesiaansche coördinaten wordt voorgesteld door 
y^ — axy -{-b x^ — cy -\- da; = 0. 

De Z-as wordt verondersteld de Ign te z^n , waarop de 
beschrgvende Ignen van het regelvlak te zamen komen op 
eene veranderlijke hoogte, die voorgesteld wordt door 

Beweegt de beschr^vende Ign zich langs den omtrek der 
kegelsnede, en worden de coördinaten van het regelvlak 
voorgesteld door X, Y en Z, dan is (fig. 1) 

^'f{^^y) = y— Y''y = x — X:x, 
zoodat de vergelgking van het regelvlak wordt 

De kegelgaede behoort tot het oppervlak. 
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§ 2. Nemen w^ in het X F-ylak eene rechte lijn^ die van 
de X en Y assen respectievelgk afsngdt de lengten A en jB, 
en leiden w^ de beschr^vende Ign langs deze rechte l^n, 
met behoud van de hoogte op de Z-as {z=f{x^y) uit de 
kegelsnede afgeleid) dan behoort de kegelsnede niet tot het 
oppervlak. Als jo en 9 de coördinaten zijn van het sn^'punt 
van het vlak der beschryvende lign met de gegeven rechte 
(-4, E) dan is 

_ ABX ABT 

P'-Ar+BX^''^-Ar+BX' 
(waarin X en ^T kunnen vervangen worden door ^ en ^, 
uithoofde van x:y = X: Y). 

Voorts is dan 

waaruit volgt 

p 9 

Door substitutie der waarden van p en 9 verkriggt men 
de vergelgking in X en T. 

Aanmerking. Voor B = qo loopt de Ign AB even- 
w^dig aan de F-as ; voor A = ao loopt zg evenw^dig aan 
de X-as. 

§ 8. Zet men de waarde van f{x^y) loodrecht op den 
straal Oy in het punt {x^y) van de kegelsnede (fig. 2), en 
laat de beschrijvende liyn tevens gaan door het sngpunt 
(p, q) met de rechte Ign A B , dan wordt 

Z\f{x,y) = 'p'-X\'p — x oi=q— Yiq-^y, 
waardoor dus 

waarin voor jo en 9 de waarden in X en Y moeten gesub- 
stitueerd worden, hierboven gevonden. 

De hoogte A, waar de beschrgvende Ign de Z-as sngdt, 
wordt bepaald door 

p — x:p=f(x,y):h, 
of door 
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waaruit 

p — a <i^y 

De rechte l^n A B kan de kegelsnede sngden , raken of 
er buiten liggen, hetgeen op de gedaante van het regelylak 
van invloed is. 

§ 4. Zet men daarentegen de lengte z=^f{x^y) uit op 
eene loodl^n (fig. V) , opgericht in het sn^pant (p, q) met 
de rechte lign (A B) en, laat de beschr^vende Ign gaan door 
het punt (.27,^) der kegelsnede, dan is 

Z:f{x,y) = X — x:p — ^, 
of ook 

waaruit 

De hoogte h op de Z-as wordt bepaald door 
of door 

q — y'f{^$y) = y'*f^j 

waaruit 

§ 5. Nemen wy in het X F-vlak twee rechte l^nen aan, 
die (respectievelgk) van de X en F-as de lengten (A, B) en 
(G, D) afsneden , dan worden de coördinaten (p, q) en (r, è) 
van de sn^punten dezer l^nen, met eene l^n gaande door 
den oorsprong, 

ABX AB Y 

P — AY-\-BX' ^~^7+SX' 

CDX __ CDY 

''-CY+DX^'^''^CY-\-DX^ 
Z^n de l^nen A B en CD onderling evenw^dig, dan is 
A_C 

B~ jy 

N. A. ▼. W. Se R. Dl. I. 10 
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A 
Is -,= 00, dan loopt de Ifln evenwgdig aan de Z-as. 

JD 

Is ^ = 00 , dan loopt de lign evenw^dig aan de X-as. 

7? f 
Is -. =-j^ dan staan de l^nen rechthoekig op elkander. 

Stelt men nu de lengte z=sf{x^y) loodrecht op het sng- 
punt (r, s) van de Ign (C D) en laat de beschr^vende Ign 
tevens gaan door het punt (p, q) van de l^n (A B), dan wordt 

Z:f{x,y)=^X — p:r — p=Y — q:8^q, 
waaruit 

^-^~^/(^,y) = ^^/('^,y) (E) 



r — p" 8 — q 

Hierin stelt f{x^y) = z, de lengte voor, afgeleid uit de 
kegelsnede, die ook hier niet tot het oppervlak behoort. 

De hoogte A, waarop de Z-as door de beschrgvende Ign 
gesneden wordt, volgt uit 

A:p=/OT?,y):r — p, 
waaruit 

h = P /ri. «A nf nnlr = —2. 



f{x,y) of ook = -^/(^,y). 



r — p*^ « — j 

Door verwisseling van de l^nen A B en C D vindt men 

Z : f (x^y) = r — X: T — p = 8 — Yis — q, 

waaruit 

y j^ g Y 

Voor de hoogte h heeft men 

i:r=/(^,y):r— p, 
waaruit 



*==;rir^/(^'2/)» ^^ ^ok h = j—f{x,y). 

Voor p, 9 , r, « , substitueert men de bovengevonden waarden 
in -4, jB, C, D, X en Y uitgedrukt. 

§ 6. Is de vergel^king van de kegelsnede, gaande door 
den oorsprong, 

y^ — axy + hx^ — cy-\-dx=^Q^ 
dan moeten x bu y uitgedrukt worden in X en F; daartoe 
hebben wg 
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x'.y = X:Yof^ = ^ '.(F) 

Deelen wy de vergelgking der kegelsnede door xy^ dan 
yerkrggt men 

w y X ' y 

of wel volgens (F) 

Y , bX c , dX ^ 

--.a + ^-~+-^=0, 

en met aX Y vermenigvuldigende 

r^x^axXr+bxJP = cXY^dX^, 
waaruit volgt 

_ {cr—dX)X {cY — dX) Y 

"" Y^ — aXY+bX^^'^l'—Y^—aXY+hX'' 
Wanneer daarenboven de kegelsnede in den oorsprong door 
de y-as wordt geraakt, dan wordt c = 0, zoodat alsdan 

dX^ dXY 

""— Y^'-^aXY+bX'^ ^"^ y~ r^-aXr+6X*' 
zgn zal. 

Als bgzondere gevallen hebben w^ voor den cirkel 
y^ = « (2 r — x) 

2tX^ _ 2tXY 

Voor de gelgkzgdige hyperbool y^=zx{x — 2 r) 
_ 2rX^ 2rXr 

^ X^— F^ ' ^ — X^ Y^* 

Voor de parabool y^-=spx 

pX^ pX 

Voor den cirkel 

(o? — m)2 + (y - ny = r^; 
voor het geval, dat 

ia, komt 

x{x — 2fn)+y(y-2n)=:0, 
dus 

2X(mX+n Y) 2 r(mX + n Y) 

^-" X^+T^ » eny_ X^+r^ 
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Verdere toepassingen worden den lezer overgelaten. 

§ 7. Er blgft nu nog over te bepalen, welke waarde aan 
f{x^y) kan worden toegekend. Daartoe komen in aanmerking 
f{x,y) = x, f{x,y)=y, f(x.,y) = x±y, f{x,y) = ma!^ 
f(x,y) = ny, f{x,y)=^mx±ny. 

Wanneer deze waarden worden toegepast op het eerst 
behandelde geval (vergelgk (A) bladziyde 137 hiervoreu), dan 
ziet men gemakkelgk in, dat de alsdan ontstaande opper- 
vlakken behooren tot de conoïden, waarvan de beschrijvende 
Ignen z^n gelegen in onderling evenwydige vlakken. 

Voor f{x,y) = x (zgnde de hoogte op de ^as) zgn de 
. doorgangen der vlakken in het X F-vlak evenwgdig aan de 
7-as, terwgl de doorgangen in het XZ-vlak, hoeken van 
45° maken met de X F- en de Z F-vlakken. 

Voor f{x, y)=y zgn de doorgangen in het X F-vlak even- 
wgdig aan de X-as, terwgl de doorgangen in het F 2^ vlak 
hoeken van 45° maken met de X F- en de X Z- vlakken. 

Voor f{xjy) = ^±:yf zullen de doorgangen in het X F-vlak 
hoeken van 45° maken met de X- en de F-assen, en even- 
zoo met de Z-as in het X 2^ vlak. 

Voor f{x,y) = fnx, zal de doorgang in het X F-vlak 
evenwgdig zgn aan de F-as; in het X^-vlak daarentegen 
zal de doorgang met de X-as een hoek maken, waarvan de 
tangens == m z^n zal. De waarde van m kan dus naar wel- 
gevallen ieder getal voorstellen, begrepen tusschen O en oo. 

Voor f{xsy) = ny^ zal de doorgang in het X F-vlak even- 
wydig zgn aan de X-as; in het F Z- vlak zal de doorgang 
met de F-as een hoek maken, waarvan de tangens =71 
z^n zal. 

Voor /(d?, y) = w^±wy ==m(^± — y|, zal de doorgang 

in het X F-vlak een hoek maken met de X-as , waarvan de 

tangens wordt voorgesteld door — ; terwgl de doorgang in 

het XZ-vlak een hoek zal maken met de X-as voorgesteld 
door m. 

Neemt men daarentegen /(o?, t/) = P±^, P±yi en zoo 
voort, waarin P eene standvastige lengte voorstelt, dan 
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zal het oppervlak niet tot de conoïden behooren, dew^l 
alsdan de vlakken der beschrgvende Ignen niet meer even- 
wgdig zgn, waartoe vereischt wordt dat P = zg. Voor 
iedere lengte P, van O verschillend, zullen de doorgangen 
in het X Z-vlak eene parabool omhnllen , waarvan de para- 
meter van de waarde van P zal afhangen. 

±Vy±V7=±Vp. 

Pü 
Nemen wg ƒ (^r, y)=' —^ j dan zal , wanneer de F-as tevens 
os 

raaklgn is aan de kegelsnede in den oorsprong, het opper- 
vlak behooren tot de GAYLEY-oppervlakken , alwaar de be- 
schrgvende l^n samenvalt met de Z-as, of de dubbellgn. 

Px 

YooY f{x,y)= — zal dit mede het geval zgn, als deX-as 

raaklgn is aan de kegelsnede in den oorsprong. 

Men zal ook kunnen aannemen /(j?, y) = Pf- -j — ) = 

= P ( — -L-Ë- j ^ doch uit de einduitkomst zal moeten blaken, 

of het regelvlak van den derden of van hoogeren graad 
z^n zal. 

§ 8. Alvorens tot de derde-machts kromme als richtl^nin 
het X F- vlak over te gaan , wenschen wg ter toelichting een 
paar eenvoudige gevallen van de conoïden te behandelen. 

Stel de richtl^n een cirkel 

dan is 

dus ook 

x" 
waaruit 



Stel nu 
dan wordt 

derhalve 




Y\ 



f(je,y)=x — X\ 
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Z(X»+ r») = 2 r X^ - X(X»+ y^)j 
de yergel^king van het regelvlak. 

Voor Z standvastig =r, is de doorsnede eene strophoïde. 

Voor Z=ir^ is de doorsnede eene trisectrix. 

Voor Z= 2r, is de doorsnede eene cissoïde, en zoo voort. 

De doorsngding met de Z-as is eene knoop, een keer- 
punt of een afgezonderd punt. 

Stelt men 

dan is 

of na substitutie en herleiding 

Z(X»+ r*) = 2rX F— r(X^+ F^), 

z^'nde eene cylindroide. 

Stelt men Z standvastig =— a en kleiner dan r, dan wordt 
(F-a)(X^+ F2) = 2rXF, 
zignde eene kromme met een knoop en een buigpnnt, die uit 
den cirkel door Mac LAURiNsche transformatie is te con- 
strueren. Voor a = r gaat de knoop over in een keerpunt; 
voor a>r in een stelsel van twee buigpunten. (Zie fig. 3). 
Stelt men (zie fig. 5) 

^, ^ 2ry 2rY 

dan wordt 

Z=?^— . ?-^ of Zx = 2r{n— F), 
y X 

en behoort niet tot de conoïden. 

Hierin de waarden van ^ en ^ substitueerende , komt 

2rZX» = 2r[2rXF— F(X»+ F^)], 

of 

ZX» = [2 r X— (JP + F^)] F, 

een derde-machts oppervlak van Cayley, met een cirkel als 

richtlgn. 

Past men deze transformatie toe op de hyperbool 

y'^ = x{x—2 r), 

dan is 
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2rXY 2rl? 

y = ^r—T* en ^ = ^»_y» > 

zoodat 

Z^=2r(y-r), 
overgaat in 

ZX^ = [2rX — (X^-Y^)]Y, 
een CAYLET-opperylak met een gelgkzgdige hyperbool als 
richtlgn. Stelt men hierin Z=±2r, dan verkregen wj 
voor de vergelgking der doorsnede, evenw^dig aan het 
ZF-vlak, 

±2rX^ = 2rXY — X^Y+7^ 
of wel 

±2rX{X'^Y)+Y{X^—Y^)=0. 
Deze vergelgking, gedeeld door X — F, geeft 

±2rX+Y{X+Y) = 0. 
Door X — F=0 worden de asymptoten voorgesteld; de 
tweede vergelgking is die van eene hyperbool op scheeve 
assen 



Y=-iX±VX{iX-2r), 
Passen w^ f{a!jy) = — toe op de parabool y^ = pxj 

dan is 

pX} pX 

« = -^ en y = ^' 

Hierdoor wordt 

Zx = {y-Y)p, 
na substitutie en herleiding 

zx^=pXY~Y^ of r^ + x(zz-pr) = o, 

z^nde juist de formule door Catlby gegeven in de Phil, 
Transact. 1863, page 241. Hier is dus de parabool de 
richtlijn. 

Men ziet gemakkelgk in, dat de X-as tot het oppervlak 
behoort. 

Platte vlakken door die as hebben tot vergelgking Z=mF, 
waarin m = tangens van den hoek, dien het sn^vlak met het 
XF-vlak maakt. Na substitutie dezer waarde vinden wg 
mYX'^YipX—Y^) of mJP=pZ-r» 
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z^nde de vergel^king van eene ellips j die voor fn=l (^45^) 
oyergaat in een cirkel Y^ = X{p — X), als projectie 
der doorsnede, die dus zelve eene ellips z^n zal. 
Stelt men daarentegen 

dan wordt 

Na Substitutie wordt dit 

YZ=pX-Y\ 

dus een tweede-machts oppervlak. 
Stelt men daarentegen 

dan wordt 

Zy^=p(y-Y)(x + y), 
en na substitutie 

XYZ={X+Y)ipX-^Y^), 
een derde-machts regel vlak. 

Bg de CAYLBY-oppervlakken is het eene voorwaarde, dat 
eene beschrgvende Ign met de Z-as (dubbellgn van de regel- 
vlakken in het algemeen) sameuvalt. Daartoe is het bg de 
kegelsneden als richtlgn in het X F- vlak uoodzakelgk, dat 
de F-as raaklijn zg aan de kegelsuede in den oorsprong. 

De vergelgking in het algemeen is dan, 

en alsdan is (blz. 141) 

dX^ dXY 

^~ Y^ — aXY+bX^ ®^ ^~ Y^ — aXY-^bX^' 
Voor het CAYLBY-oppervlak is 



zoodat 

z=y- 

y X X 



z=y^zXay.^(y-Y)^ 
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wordt, of 

alzoo na substitutie en herleiding 

ZX^=Y{dX+Y^-aXY+bX^), 
een derde-machts CAYLBT-regelvlak. 

Was de F-as geen raaklgn, en dus de vergelgking der 
kegelsnede 

y^ — axy-{-bx^ — cy + rfj? = 0, 
dan zou de beschrgvende Ign niet met de Z-as samenvallen, 
maar in het sngpunt met de F-as, waarvan de ordinaat 
= c is. De vergel^king van het oppervlak wordt dan (blz. 141) 
ZX{cY—dX)=d{cY — dX—Y^ + aXY—bX^)Y; 
daar nu a en & getallen z^n, en c en d l^nen voorstellen, 
zoo is het oppervlak toch van den derden graad, dewgl ook 
kan geschreven worden 

ZX(^ F— x) = (cr-dX— Y^ + aXY^bX^) Y. 

Voor X=0, wordt F=0 of Y=c; zooals boven is 
aangemerkt. 

Als toepassing van de onderstelling in § 2 nemen wg eene 
rechte l^n evenwijdig aan de Y-as op den afstand 2r. Als 
kegelsnede een cirkel, waarvan de vergelgking is 
y^ = ^ (2 r — x). 
Nemen wg de hoogte f{x^y\ op de Z-as = ir, dan is de 
vergelgking van het oppervlak 

_ 2r — X.. , 2r — X 

dns 

2rZ=(2r — X)x. 
Voor den cirkel is 

_ 2rX» 

zoodat na substitutie 

2»'Z(Z»+r») = (2r — Z)2rX», 
of 

Z{X^ + F») = (2 r - X) Z\ 
een regelvlak van den derden graad. 



Voor 



wordt 
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., . 2rXY 

„ 2r-X 



2r 
of na substitutie en herleiding 

Z(X» + :r») = (2 r - X) X r, 
mede een regelvlak van den derden graad. 
Voor 

,- . 2ry 

/(«.y)=-r' 

X 

wordt 

2rZa? = (2r — X)2ry of Zx = {2T — X)y, 
dat is 

X^'-X- F* ~ ^2 1 jr2 ^' XZ= (2 r — X) r, 

dus een oppervlak van den tweeden graad. 
Nemen wg evenwel 

«r X 

dan wordt 

of wel • 

xZ={2T-X){x + yy, 
dat is na substitutie en herleiding 

XZ={2t — X){X+Y), 
zgnde een regelvlak van den tweeden graad. 

Voor andere kegelsneden worden de uitkomsten gewjzigd. 

Als toepassing van § 3, stellen w^ een cirkel als richtl^n, 
waarvan de vergelgking is y'^ = x(2r — x)^ en de rechte Ijn 
A B evenw^dig aan de F-as op den afstand 2 r. 

Alsdan wordt p standvastig = 2 r , en wordt 

2t — X 
Z=^ -f{x,y). 

Stellen wg vooreerst ƒ (j?, y) = Xy dan is 

(2r — x)Z={2r — X)x, 
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of na substitntie van 

^ = ^2 1 y2 l ®^ XH-"^' 

r2Z=(2r— X)X^ 
een derde-machts regelylak. 
Voor 

// , 2rZr 

is 

(2r — ^)Z=(2r — X)r of rZ=(2r— X)Z, 
een tweede-machts regelvlak. 
Voor 

is 

(2r-..^)Z.= (2r-X)(a? + j/), 
of na substitutie 

derhalve 

F^ Z= (2 r - X) (X+ Y) X, 
en dus een regelvlak van den derden graad. 
Evenzoo zou de substitutie van 

gegeven hebben 

(2r-ar)Z=(2».-X)(2». + y), 
of wel 

waardoor 

F» Z= (2 »• - X) (JC» + X r + F») , 
voor de vergel^king van het regelvlak. 

Voor f{x,y) = — - , wordt 

{2.r — x)Z={2r-X)'^, 

X 



of daar ^ = -=r is, 
X Jl 



{2r — a;)XZ={2r-X)2rY. 
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Na substitutie is dus 

of 

XYZ={2r — X) {X^ + Y^), 
een oppervlak van den derden graad. 

De hoogte, waarop de Z-as door de beschrgvende l^n wordt 
gesneden, hebben wg gevonden 



voor 



wordt dit 



en daar 



fi^y)-^''' 



X 



1 ^^^y 



y^ = o? (2 r — x) 
is, kunnen w^* ook schi*^*ven 

, 4 r* y 4 r^ 

~ y' ""T"" 
Deze waarde wordt een minimum voor y = ±r, waardoor 

/i = ± 4 r. 
Ter verduidelgking nemen wg in de vergel^king van het 
regelvlak X standvastig =r, dan wordt 

TYZ=T{r^+Y'') of YZ={f+Y^) of Z=Y+'^, 

z^nde de vergelgking van een scheeve hyperbool met asymp- 
toten op 45°. (zie fig. 6). 

De doorsneden evenwgdig aan het X F- vlak (Z standvastig 
= a) worden 

aXY={2T — X){X^+Y^), 
overeenkomende met de kromme in fig. 3 voorgesteld. 

Wanneer de richtlgn is eene gelgkzgdige hyperbool 
y2 = a?(j?— 2r), 
en de rechte l^n evenwgdig is aan de F-as op den afstand 
2 r , wordt de vergelijking 
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„2r-X.. , 



Hierin wederom stellende 



2ry _ 2r r 
5; X 



wordt 

Z X (2 r — ^) = 2 r r (2 r - Z). 
Hierin is 

^ — X^ F^ ' 

das 

^ 2rr^ 

zoodat de vergelgking wordt 

— ZZF^=F(X2- r^)(2r — X), 
of wel 

X YZ= (X^ — Y^) (X- 2 r), 
van den derden graad. 

Nemen wj X standvastig = r , dan wordt de vergelgking 
van de doorsnede 

rYZ=^{Y^'^r^)r of YZ=Y^ — r^ 
dus 

zgndé een scheeve hyperbool met asymptoten op 45®. (fig. 7) 
(Vergelgk Nieuw Archief, deel XX, p. 108). 

kh toepassing van § 4, onderstellen wg den cirkel en 
de rechte Ign in het X F- vlak overeenkomstig het voor- 
gaande, dan is alsnu 

Zg vooreerst 

2rX^ 

ƒ («^1 y)= ^= Jg'2 I jr2 ' 

dan is 

- 2rr' 
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en 

_ X(X*+r») — 2rX^ _ X(X» — 2rX+r») . 

zoodat 

Z(2r — a?) = (X--^)j?, 
overgaat in 

Z F» (X^ + F^) = X^ (X^ — 2 r X + T*), 
z^nde een T^fde*machts regelvlak. 
Voor 

., , 2rXF 

zouden w^ hebben 

(2r — a?)Z=(X— .r)y, 
of na substitutie en herleiding, 

(X^ + F^) YZ= X2 (X2 — 2 r X+ F^), 
dus een vierde-machts regelvlak. 
Voor 

/(.,,)=?!-». !^ 

wordt 

(2r-^)Z=(X-^)^^, 

of na substitutie en herleiding 

FZ=X^ — 2rX+FS ' 
dus een tweede-machts regelvlak. 
Stellen wig daarentegen 

., , 2rj? 2rX 
/(^iy) = — =-^' 

dan wordt 

(2r — ar)ZF=(X— ^)2rX, 
of na substitutie 

2rF^Z _ X(X^ — 2rX+F^) 
X^+F^"" X^+F^ ' 

dat is 

F^Z=XM^'~2rX+F^), 
een vierde-machts regelvlak. 
Stellen wg 
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/(«,y)-2r + -^- ^ , 

dan wordt 

dus na substitutie 

of wel 

r^ z= (X^ - 2 r X-l- F^) (-2'+ F), 
een derde-machts regelvlak. 

Als toepassing van § 5, onderstellen w^ twee rechte 
l^nen, respectievel^k evenwgdig aan de X- en F-assen beide 
op den afstand 2 r. 

De vergelgking wordt dan 

(2r— Y)X 2 r Y 

Voor 

^, , 2rü 2r F 

wordt dit 

2r{X— F)Z=(2r— F)2r F, 
dus een tweede-machts regelvlak 

(X— F)Z=(2r— F) F. 
Voor 

,, , 2r^ 2rX 

wordt 

(X— F)ZF=(2r— F)X», 
dus een derde-machts regelvlak. 

Voor X= F is Z= oo en A = oo . 

Hiermede achten wig de methode genoegzaam toegelicht , 
en tevens aangetoond hoe men te handelen heeft om derde- 
machts-vergeligkingen te doen te voorsch^n komen. 

§ 9. Algemeen overzicht der vergelgkingen voor de regel- 
vlakken, waarbg de rechte Ign AB wordt ondersteld: 
1°. Evenwfldig aan de F-as (afetand -4). 
2^. Evenwgdig aan de X-as (afstand B). 
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30. Z=^^f{x,y), 



4». Z= 



B 
A—X 



A=/(*»y)» 



j 



Voor /(^, y) stelle men de boven aangegeven waarden, 
uitgedrukt in de afgeleide vergelgkingen in X en Y. 

pX' 



Cirkel 


2r^» 


2r^F 


Hyperbool 


^^ X'±F*'^ 


^»±F»' 



Parabool 



§ 10. Onderstellen wg ten tweede eene derde-machts kromme 
Ign, met middell^n en knoop (overgaande in een keerpunt) 
als richtlfln in het X F-vlak *). 

Stellen wg in het algemeen den oorsprong in het knoop- 
punt, dan is de vergel^king 

(voor & = O gaat de knoop over in een keerpunt). 
Deelen wg deze vergelgking door x^^ dan is 

-J^ = b+x, 



1) Dit gedeelte is op de bgeenkomst van 81 Maart niet voorgedragen, we- 
gens beperktheid van den beschikbaren t\jd. 
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en daar 

zoo is ook 

waaruit 

aY^ — bX^ {aY^ — bX^)Y 
x= -^^ en y = ^- j^^ '—. 

Stellen w^ nu 

dan wordt 

^ X — X X — X ^ 

X X 

Hieruit volgt na substitutie 

Z^.""-}^!^!^ — X of ZX'' = a Y^ — bX^--X\ 

Het oppervlak is dus eene conoïde van den derden graad. 
Was daarentegen 

dan is 

Z:^y-=^f(x,y) = y-Y, 

en dus na substitutie van 

_ (a Y^ — hX^)Y (g F^ — 6 X^) Y 

of 
ZX^ = aY^--bX^Y—X^YoïZX^^{aY^--hX^-^X^)Y, 
en dus van den vierden graad. 

Evenzoo zou het gelegen zgn met f{x^y) = x-±,y en zoo 
voort; alléén f{x^y) = mx (waarin m een getal) zou geven 
Z=^m{x — X) en dus een oppervlak van den derden graad. 

Wanneer wg het O aylbt- oppervlak willen afleiden uit deze 
derde-graads kromme, moet men de richting der raaklgnen in 

het knooppunt bepalen ; men bevindt die te zgn ^ = ± 1/ — , 
Hiermede in verband substituere men voor f{x,y) de waarde 

N. A. ▼. W. 2e R. Dl. I. 11 
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^ ^ y sinCp . 
X cos cp 
tg ei is bekend uit de yergel^king der richtl^n (fig. 4). 
p: T=8in{x — (p) : sin {»-\-(p)^ 

^ sin (« + $) sin » , cos (p -{- cos a . sin (p 

sin {x — $) ^ sin x * cos (J) — cos x , sin (J) 
_^ tgcc + tg(p __ atgx + y 
'^^tgx-^tgCp ^xtg»—y^ 
waarmede uitgedrukt wordt dat in het knooppunt de hoogte 
f{x^y) op de Z-as van O tot oo aangroeit. Alsdan wordt de 
vergelgking van het oppervlak 

Z={x-X)f{x,y), 
of na substitutie 



of wel 



menn voor x schrgvende r^j , nndt men 

X 

Z{a F* — 6^»)( Y—X\/^^\ = 

■ = {aY^-bX^ — X»)b(y-\-X'\/~\ 
Beide zgden gedeeld door 

Y+X]/^-, 

^ a 

komt 
Z(a Y-aX\/^-\( Y^x'\/^^^={a Y^^hX^^X^)b, 
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of 

z(y— -^V^^J = ^iaY^ — bX^ — X*), 
zgnde een GATLST-oppervlak Tan den derden graad. 

Wanneer de raaklynen in het knooppunt overeenkomen 
met de ^ en Y assen, kan men gebraik maken van de 
formule 

Z=^-^^a^o{ Zx=^a(y—Y). 

y «^ 

Dit is onder meer het geval met het folium van Descartes, 

Deelende door xy^ heeft men 

i(!.= 3a-^of3a = i^+^. 
X y ^ y 

Nu is 



x\y = X\ Y dus y = -j^ > 



en derhalve 



waaruit 

ZaX'' Y _%aXY^ 

Hierdoor wordt de vergelgking van het ÜAYLEY-oppervlak 
Zx = a{y— F), 
of 

3a^^ YZ a(3aXF^— Y{X^-\. F^) 
X^-\- Y^ "" ^^+ F^ 

of na deeling door a F, en herleiding 

^3^ F^ = 3 Y(a Y—XZ), 
zgnde een regelvlak van den derden graad. 

Voor de StropJioïde is de hoek, die de raakl^nen van de 
knoop maken met de -Y-as, = 45*^; dus <^« = ±1, waardoor 
f{x^y) voor het CAYLBY-oppervlak wordt 

y — x ' 
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Voor de Triaectriv is 

tga=± 1/3", 
waardoor 

/(x,y)= y_^^/3 , 

waarin a? en y met X en F kunnen verwisseld worden. 
Voor de Strophoïde is 



2 yi 



waardoor 

y_ 

^2 — ^2 — ^^^• 

Alzoo is 

Voor het ÜAYLKT-oppervlak is nu 

Z= f(x^y) = r — ï-^, 

of wel 

Zx {x — y) = {x — X) {x + y) r. 
Na substitutie der hierboven gevonden waarden voor xeny^ 
vindt men na herleiding 

Z{X— Yf = r (^2 — F2) — X(^^ + F^). 
Voor de Trüertrix is 

y^ _ F2 __ 3r— 2^ 
a?^ ~X^~ r+2^ • 
Hieruit volgt 

_ r(3X^-- F^) 
■^■^ 2(jr2+ F*^) ' 
en dus 

^^_ r F(3X^— F^) 
^"" X "" 2X{X^+ F2) * 
Nu wordt 

of 

Zx{Y-^Xi/3) = r{x -^)(F+^v/3j. 
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Door snbstitatie van de waarde vaa x vindt men na deeling 
door F+^t/3, 

Z(F— Xv/3)* = *-(3X*— F») — 2X(^»+ F»), 
voor de vergelgking van het CAYLEY-oppervlak. 

Nemen wg als richtlgn de cubische parabool x*^py^, 
dan wordt 

x' X» 

dus 

_pY^ xY _ pY^ 

X- -j^, en y= -^ _ -j^. 

Hier kan nu 



X 



worden gesteld, zoodat 
z^n zal, of 



Z/= , p 

y X ^ X 



Zx=p(y- Y). 
Na substitutie vindt men 

pY^„ Iv Y^ 



.=.(^-K). 



of herleid 

XYZ^p F^ — X^ 
voor de vergelgking van het regelvlak; de Ign in het on- 
eindige valt niet in de Z-as. Het is dus géén CAYLEY- 
oppervlak. 

Voor de ciaaoïde is 



of 



waaruit 



en duB 





y' 


x" 






2r-x' 




y' 


= 


F* X 




x^ 


X^— 2r — 


x' 




X- 


2t f* 






X* + F» ' 





y 
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xY 2rY^ 



X ~ X(X'^-\- Y^) 

•2 7* t/ 

Hier is ƒ (a?, y) wederom = ^ , zoodat 1 

Sc I 

Z« = 2r(y- F). I 

Na substitutie zal dus de vergel^king van het regelvlak | 

worden voorgesteld door I 

XYZ=1rY^ — X(X''-\-Y^). , 

Het is mede géén CATLET-oppervlak. 

Nemen wg als ricbtlgn de kromme (zie fig. 8) 

die een keerpunt heeft in den oorsprong; dan is 
yi yz Y3 

-r^y=Y-^y = Y^^ = ^r-x, 



zoodat 












2 


rX^ xY 2rX^Y 




x = 


X^ 


+ F» °° ^ X ~ X^+ F» 


Stellen 


WIJ 




/(«,?)-':». 


dan is 






-^^(^)- 


of 






Zx = 2T(if—Y), 



dus na substitutie 

en dus een vierde-graads regelvlak. 
Stellen wg daarentegen 

t/ 
dan is 

x \ y / 
of 

y Z= 2r{x — X), 
of na substitutie 
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2XYZ=2rX^ — {X^+ Y% 
Het regelvlak is nu van den derden graad; maar is geen 
ÜAYLBY-oppervlak. 

wordt oneindig voor 2/ = O, en hiermede steramen twee 
waarden overeen , namelgk x = (de oorsprong) en o? = 2 r, 
het sn^pnnt van de kromme met de X-as. 
Door de substitutie van 

wordt 

XZ{V—X) = 2rX^^{X^+ F^). 
In den oorsprong is die =0 en in de richting der asymptoot 
(op 45°) = 00, dus géén CAYLEY-oppervlak. 
Voor de kromme (fig. 3) 

{y — a){x^ + y^) = 2rxy, 
vinden wg, door ay deelende, 

<'-»)(? + f) = ^-<'-«)(F + B' 

of 

wssroit volgt 

2rXF+a(X'4-F») {2rXY-{-a{X^-\-Y^))X 

y— X^+r" en ^_ (X*+F»)F 

Stellen w^ hierin 

dan is 

Z=y-Y, 
of de waarden substituerende 

Z{X^+ Y^) = 2rX F+(a— F)(X*4- F^), 
dus een derdegraads conotde. 
Was daarentegen 

f(af,y) = x, 
dan wordt 

Z=a! — X, 
of na substitutie 
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YZ{X^-\- Y^) = (2rXY-\-{a — X){X*-\- Y^))X, 
en derhalve een vierde-graads covoïde. 



AANMERKING. 

Niet alt^d kunnen de coördinaten der Bichtlgn {x en y) 
in rationele vormen van ^ en F worden uitgedrukt. Dit is 
onder anderen het geval met de Veraiera (kromme van Aonesi) ; 
die voorgesteld wordt door de vergelgking 

j! y* = a* (2 r — x). 
Hieruit volgt 

■«(y*4-a*) = 2ra*, 
en daar 

yX . , , , ,. 2ra>F 

Hier wordt dus y gevonden door de formule van Cabdanvs 
iX"! ra» F , 1 /^/r»a*F» I ï\\ 



+ 



, iV^ ra^Y iX"/r*a*F» 1 \| 

+ ^ |-^-K(-x^ö7«V|' 

waaruit x = ^-yr is af te leiden. 

De bovenstaande toepassingen mogen voldoende wezen tot 
toelichting van de methode, die zeker geen bezwaar kan op- 
leveren, en door de verscheidenheid der behandelde gevallen 
het bewigs levert van hare algemeenheid. 



DE VERDEELING VAN EEN HOEK IN 2«+l GELIJKE 

DEELEN. 



DOOR 



Dr. A. KEMFE. 



Wanneer men (zie Plaat II fig. 1*) op de y-as van een 
rechthoekig stelsel met willekeurigen straal M O een cirkel 
beschrgft zóó, dat z^n middell^n met deze samenvalt, en 
de ^-as raaklyn is in O; wanneer men dan door O wille- 
keurige Ignen trekt, die den cirkel in O, A, A^ Aj, A3. A^, 
enz. snyden en vervolgens deze verlengt met stukken O R = 
A B = A, Bi = A2 B2 = A3 B3 = A4 B4 = enz. = O M = r, 
dan ontstaat er een nieuwe kromme Ign , die de merkwaardige 
eigenschap heeft om het derde deel van een hoek te doen 
kennen. We zullen haar noemen de lijn B. Ze heeft boven 
de X-as den vorm van een hoef:gzer, en onder deze gaat 
ze (fig. 1^) door haar manier van ontstaan, in een cirkel over. 

Gaat men echter op deze wyze voort en neemt men op 
het verlengde der O B' stukken RS = RM, BC = BM, 
B, Cj = Bj M, B2 Cj = Bj M, . . . , enz. (fig. 1»), die nu na- 
tuurlek niet meer onderling gelyk zgn , dan ontstaat er een 
derde lyn, die het vgfde deel van een hoek aangeeft. 
We zullen haar d e 1 g n C noemen. In haar geheele verloop 
is zë geteekend in fig. P. 

Gaat men vervolgens voort (fig. 1^) de O C* te verlengen 
met stukken CD, Cj D,, Cj D2, C3 D3, enz., die respectivelgk 
gel^k z^n aan CM, 0| M, C.^ M, G, M, dan verkrygt men 
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een vierde Ign 27, die het negende deel van een hoek 
leert vinden. 

Herhaalt men deze bewerking , dan ontstaan er soortgelgke 
hoe^'zervormige l^nen, die de merkwaardige eigenschap be- 
zitten respectivelgk het zeventiende, drie-endertig- 
ste, vgf-en-zestigste, in het algemeen het (2"+!) deel 
van een wïUekearigen hoek te doen kennen. 

In de teekening van fig. 1^ is de arbeid slechts voortgezet 
tot de kromme E, die het zeventiende deel van een 
hoek zal doen vinden. 

Trekt men nu door M een willekeurige l^n, die bg M een 
willekeurigen hoek a, maakt , en die het stelsel kromme lynen 
in de punten F, 6, H, I en K sn^dt, dan is het gemak- 
kelgk te bewgzen dat, als F, G, H, I en K met O verbon- 
den worden, 

b^ F, de helft van Z, » , 
bg G, het derde van Z at , 
by H, het v^fde het Z x , 
b^ I, het negende van ^«, 

bg K, het zeventiende van Z, « gevormd wordt ; en wel — be- 
palen we ons tot het zeventiende deel — om deze reden: 

Verbindt men het sn^punt L van O E en de kromme D 
(fig. 1^) met M, en evenzoo N, P en Q, dan ontstaan er 
door de constructie der krommen B^ C, Z>en J^eenige gelgk- 
beeuige driehoeken , die het bew^s , dat wij beoogen, gemak- 
kel^'k kunnen maken, 't Is toch duidel^k, dat de driehoeken 
L M K, N M L, P M N, Q M P, en ten slotte O M Q, alle ge- 
Igkbeenig zgn, (fig. 1^ en fig. 1*, welke laatste ter verdui- 
delyking de vergrooting is van de kromme Ignen A, B en 
G. in fig. 1^) zoodat wanneer x de hoek is bij K: 
de buitenhoek b^ L = 2 Z xl, 
die bg N = 4 Z x , 

bijP = 8z*t 

bij Q=16Zic, dus zM0Q==16Zx. 

Waaruit dus dadelgk blgkt , dat Z « als buitenhoek van 
A0MK=17Zx, 

of Z X = T^ van Z ». 
17 
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ÏSen dergel^ke redeneering bewast dat: 

Wanneer de yergel^kingen van de verschillende 1^'nen 
worden opgemaakt op rechthoekige coördinaten , dan nemen 
ze al heel spoedig reusachtige afmetingen aan ; daarom is het 
te verkiezen liever hare vergelgkingen op te maken op pool- 
coördinaten ; en hoewel ook die vormen al spoedig sterk in 
lengte toenemen, z^n ze toch nog beknopter dan op recht- 
hoekige coördinaten. Ook is er dan meer wet in de vergel^- 
kingen te vinden , hoewel die toch sprekender kon z^n. 

We zullen onze voorloopige uitkomsten hier laten volgen, 
ons voorbehoudende om op het onderwerp terug te komen. 

Nemen wg de X-as als poolas, O als pool — dat punt 
biedt zich als van zelve daartoe aan — dan hebben w^ , als 
poolvergelgking 

van Ign A (den cirkel) : p = 2 r sin (p, 
van Ign B: p = r-\-2r sin <J) , 
van l:gn C: p = r (1 + 2 sin 0) + r V/ 2 + 2 sin (J) , 
van Ign D: p = r (1 + 2 sin (p) -j- r l/ 2 + 2 sin (p . 



.(1+|/ 2+v/2+2sin(3)), 



van Ign jE: p = r (1 + 2 sin (J)) -f- r v/ 2 + 2 sin (p . [ (i) 
.(1+ V^ 2+ V/2+2 sin (J))4- r ]/" 2 (1 + sin Cp) . 
. r4 + 2 l/2 + 2sin<?))+ (2+ v/2 + 2sin(p) . 

lX2+l/2+2sin<J)1 
De bouw van de formulen is nog niet van dien aard, om 
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er dadelgk de poolvergelgking voor de l^n uit te kannen 
opschreven , die den hoek in 2** -|- 1 deelen deelt. 

De gedachtengang, waardoor w^ tot(l) z^n gekomen, is deze : 
Is Ign O E de radius vector, die het geheele stelsel door- 
sngdt, dan is, p de radius vector en Cp de anomalie z^nde, 
voor cirkel A natuurlgk p=2rsin^y 
voor Ign B natuurlek p = r + 2 r «iw <p , 
voor lijn C is p=OB + BC = OB + BM=OB + 

+ ]/OB^ — 2rOB8in(p + f^ = 



= r+2r«n<J)+l/(*'+2r«mcp)2--2r(r + 2rMn(p)5mcp+r2== 

= r + 2 r WW (J) + r l/2 + 2 «w <J) ; 

en op deze w^ze is ook de poolvergel^king voor de lynen 
D en E opgemaakt , wat voor de laatste vooral nog al eenige 
herleiding noodzakelyk maakte, en voor de volgende l^nen 
van toenemenden omvang moet zijn. W^ hebben de rekening 
voortgezet tot E om er een wet in op te sporen, doch, 
zooals we al opmerkten, tot nogtoe is dit niet gelukt. 

Uit den aard der zaak is b^ het berekenen van de ver- 
gel^king eener lyn als J?, het maken van fouten licht moge- 
l^k , en daarom hebben we haar aan een paar proeven onder- 
worpen. Daar die proeven goed uitvielen , is het niet onwaar- 
sch^nlgk, dat de rekening goed is. 

De vergelgking voor lyn E, haar nog iets beknopter schrg- 
vende, is: 

'l+|/"2+l/2 + 2wwcp-h 



p = r(l+2«mc3D)+r 1/2 + 2 «w(J) 



+ K (2 + 1/2 -f 2 8in (p) (2 +1/ 2 + 1/2 + 2 ^n (p ) J J 
voor (p = verandert z^ in: 

p = OÜ = r + rV/2ri+j/'2 + |/2 + 

+ |/ (2+ 1/2) (2 + K2+ V/2)] . ... (2) 

Maar volgens de figuur is: 
OR = r, 
RS = r 1/2, 
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lT = SM=]/^r»+ (r+r1/2)2 = r]/'2(2+»/2), 



TÜ==TM= V/r* + (OR + RS + ST)« 



= rj/ 2[4 + 2 V/2 + (2 + j/2)(|/2+i/2)1= 
= r]/' 2 (2 + \/2)(2 +K 2+1/2), 
OÜ = r + rV/2ri+V^2 + t/2 + 

+ 1/'(2 + V/2) (2 + 1^2+1/2]] , 

wat met (2) overeenkomt. 

Voor <J)=ï90° wordt (2) p=17r, wat met de figuur vol- 
komen strookt. 

Nog enkele opmerkingen mogen volgen. 

De verdeeling van een hoek in vgf gel^ke deelen kan , 
even als zgn bekende verdeeling in drie deelen, op gemak- 
kelijker manier geschieden dan door het construeeren der 
kromme C; intusschen is dan de constructie mechanisch, niet 
mathematisch. Ze is namel^k deze: even als b^ de bekende 
constructie van een hoek in drie deelen, beschrijft men uit zgn 
hoekpunt met willekeurigen straal een cirkelboog (fig. 2), past 
op een Ign dien straal af, en legt deze — namelgk de Ign — 
zoo door het punt A, dat C D = C M en D E = D M wordt, iets 
wat natuurlijk alleen door draaiing om en schuiving door A 
kan geschieden, dus louter mechanisch is. Voor het negende, 
laat staan voor het zeventiende deel van een hoek, heeft deze 
handelwgze te veel bezwaren; dan getrooste men zich liever 
de constructie der kromme Ignen, die, wanneer de hoek 
stomp is, dlechts voor een zeer gering deel behoeft te geschie- 
den. Hoe kleiner de gegeven hoek is, hoe grooter deel van 
het stelsel krommen men moet consrueeren; hoe grooter 
die hoek is, hoe geringer deel men van de krommen noodig 
heeft. Men zal dat gemakkelgk inzien. Voorts is de wgze, 
om de lijnen jB, C, Z>, E^ enz. te verkrijgen , allereenvoudigst, 
en haar ontstaan gehoorzaamt aan één wet. 
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Wat den yorm van de krommen onder de X as betreft, 
men ziet gemakkel^k in^ dat die voor Ign B een halve cir- 
kel is, Yoor de Ignen (7, D E^ enz. worden het echter meer 
kromme l^nen, die gelyken op hun deel boven de X as. Verder 
zgn alle O, 1?**, £^, enz., geheel voltooid, volkomen sym- 
metrisch en fraai van bouw. 

Dat door deze verdeeling ook de ingeschreven regelmatige 
negenhoek, zeventienhóek , drieendertighoek , enz., kannen 
geconstrueerd worden is duidelgk , daar men voor den wille- 
keurigen hoek a natuurlek ook 90^ kan nemen, en dus eea 
hoek van 10° aan het middelpunt van een cirkel kan uit- 
zetten en dezen vier maal nemen. Evenzoo kan men handelen 
met het zeventiende deel van 90^, het drieëndertigste deel, enz. 

Uit de getallen, begrepen in de formule 2* -|- 1 voor n = O, 
1, 2, 3, enz. blgkt, dat zich de volgende eenvoudige deelen 
van een willekeurigen hoek laten vinden, die uit deeling of 
vermenigvuldiging, ontstaan, om niet te spreken van verdere 
samenstelling. 

Het ^ deel volgens de constructie of op andere bekende w^ze. 

Het ^ volgens de constructie. 
o 

Het j op bekende wgze. 
Het ^ volgens de constructie. 

^"* 6=^2X3- 

Het =^ kan niet , daar 2» -f- 1 door 7 gedeeld , de periodieke 
resten 5, 2, 3 oplevert. 

Het ^ volgens de constructie. 
TT* 1 lv/1 
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13 1 

Het YT ^"qq ' ™®^ neme het -^ dan 3 maal. (38 = 2^+1). 

11 uu ÓO 

^^* 12=3X4- 

15 1 

Het ^5- = ^^, men neme het ^^deel, 5 maal. (65 = 2®+ 1). 
lö d5 oö 

Het Yjkan niet, omdat ^ deel niet kan. 
Het ^ /l^* 



16 -(2) 



Het r-7 Tolgens de constructie. 

^^* 18 = 2X9- 

1 27 1 

Het — = --L, men neme het^ (513 = 2« + 1) en dat 27 

maal, dus 3X3X3 keer. 

^^* 20=4X5- 

Het -^ kan niet, omdat = deel niet kan. 

^^*22 = 2Xn- 

Het ^tq kan niet, daar 2» 4- 1, door 23 gedeeld, de periodieke 
resten 4, 7, 13, 2, 3, 5, 9, 17, 10, 19, 14 oplevert. 

TT. 1 1^1 

^^* 24 = 3X8- 

TT. 1 1^1 

^«* 25=5X5- 

2«* è=2-XT3- 

H«*^=iX|. 

Het ^r^- kan niet, omdat = deel niet kan. 
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^^* è = lüö = ^^' "^° "«'"^ ^^* iëk (^^^^^ = 

2»*+ 1), en dat 5 X 113 maal. 

Het óY kan niet , omdat 2* + 1, gedeeld door 31, de periodieke 
resten 17, 2, 3, 5, 9 oplevert. 

Het -^ volgens de constrnctie. 

„ , 1 _1^ 1 

"®* 3Ï~2^Ï7' 

Het öF ^^i^ i^ï^^> alweer %>mdat = niet kan. 
do 7 

H«* M=iX9- 

H„t 1- '<^8^ _ 5X 13X109 (260115 -gi. I n 
°** 37 -262145- 262U5 (262145-2 +1). 

TI. 1 -l-v 1 
*^^* 38"~2^Ï9- 

Het 29 kaïi iiiöt, wegens het = deel. 

^^' i=5x-n- 

^^* 45-3^15- 

Het Tg = 2 X 23' '^"^ ^*° °^®*' 
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Het -jy kan niet, omdat 2« + 1, gedeeld door 47, de perio- 
dieke resten 18, 35, 22, 43, 38, 28, 8, 15, 29, 10, 
• 19, 37, 26, 4, 7, 24, 25, 2, 13, 5, 9. 17, 23 oplevert. 

^^* 48 = 3X16- 
Het jq stuit af op =. 

TI. 1 Iv^ 1 

Verder strekten we het onderzoek nog niet uit. 

Om voor praktische doeleinden niet immer een uitgebreide 
teekening te moeten maken , zou men er een zoo nauwkeurig 
mogel^k monogram van kunnen lithografeeren , en er de te 
verdeelen hoeken met potlood op teekenen — na gebruik 
konden de potloodlynen verwijderd worden. 

Wellicht betraden we in het voorgaande een gebied, door 
een ander reeds in 't lange en breede doorwandeld , wellicht 
begaven we ons , nieuwe wegen zoekende , op reeds bekende 
paden. We weten het niet, maar, daar bewezen is, dat met 
passer en liniaal een hoek in geen verdere deelen te ver- 
deelen is dan telkens in tweeën, zoo komt het ons voor, 
dat andere kromme lijnen , die wel is waar niet continue 
gconstrueerd kunnen worden, maar toch zoo nauwkeurig als 
men verkiest, en die in de bestaande leemte van deeling 
voorzien, niet geheel van belangr^kheid ontbloot zgn. 



N. A. v. W. ge R. Dl. I. . 12 



RESTEN VAN WEDERKEERI6E REEKSEN 



DOOK 



W. MANTEL. 



1. In het vgfde deel der Wiskundige Opgaven werd door 
m^ onder n^ 36 een vraagstuk gesteld omtrent de resten, 
welke de termen eener wederkeerige reeks b^ deeling door 
een ondeelbaar getal overlaten. De behandelde reeks was die, 
welke E. Lucas de reeks van Fibonacci noemde; namelgk 
O, 1, 1, 2, ... ; elke term is gelyk aan de som der twee voor- 
gaande. Bg deeling door een ondeelbaar getal p worden pe- 
riodiek terngkeerende resten gevonden; het aantal termen 
eoner periode is p^ — 1. Voor deze b^zondere stelling vindt men 
ter aangehaalder plaatse twee bewezen; het eerste, van den 
Heer T. J. Allersma, berust op elementaire gronden; het 
tweede , van mg , berust op de theorie der stelkundige geheele 
getallen van Dbdbkind. Beide bewgzen openen weinig uitzicht 
op algemeene uitkomsten. 

Bg hervatting van het onderwerp heb ik vooreerst bg in- 
ductie vrg algemeene stellingen gevonden, zoodat de behoefte 
aan betere methoden van bewgsvoering zich sterk deed ge- 
voelen; toen ik bg voorbeeld de reeks: 0,0,0,1,0,0,4,... 
met de betrekkingsschaal C„ = 4 C»_3 — 5 Cn-4, opstelde , en 
mg zei ven voorspelde, bg deeling door 3 eene restenperiode 
van 80 termen , bg deeling door 7 eene van 336 termen te 
zullen vinden, en daarna die voorspelling vervuld zag door 
de proef; toen was* het niet meer dan natuurlgk, ^at nog 
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eens alle beschikbare hulpmiddelen werden nagezien , om tot 
algemeene bew^'zen te geraken. 

. B^' dit nazien kwam ik tot de ontdekking, dat de theo- 
rie, welke tot de verklaring der waargenomen versch^'nsels 
dient, reeds jaren rustig in m^ne boekenkast had gesluimerd. 
Zg is ontwikkeld door Serrkt in zgnen Cours cFAlgèbre sw 
périeuré^ Section III, Chapiire III, Terwgl ik nu wel den 
grooten wiskundigen zoude willen vragen om b^ de ontwik- 
keling hunner theorieën wat toepassingen te geven, opdat 
de eenvoudige lezer ook iets omtrent de w^'dte der strekking 
te weten kome; zoo heb ik het intusschen nuttig geacht den 
lezers van dit t^dschrift m:yne uitkomsten als toelichting van 
de theorie van Sbrret te ontvouwen. 

2. Eene wederkeerige reeks van de n* orde is eene reeks , 
van welke iedere term eene gegeven lineaire functie van de 
n voorgaande is. Tot de wederkeerige reeksen behooren ook 
de meetkundige, deze zijn van de eerste orde; verder de re- 
kenkundige van alle orden ; van deze laatsten is het orde- 
getal in hare qualiteit van rekenkundige reeks één lager dan 
het ordegetal als wederkeerige reeks. Het is bekend, dat, als 
men termen van eene meetkundige of rekenkundige reeks 
door hetzelfde getal deelt, de resten repeteeren. Hetzelfde 
zal in de volgende bladz^den worden verklaard van de we- 
derkeerige reeksen in het algemeen. Natuurlgk moeten de 
door ons beschouwde reeksen slechts geheele getallen tot ter- 
men hebben. W^ zullen daarom de betrekkingsschaal , dat 
is de lineaire betrekking tusschen w -j- 1 op elkander volgende 
termen, in dezen vorm onderstellen, 

fln Cjfc + a,»—! Cifc^.i + a»_2(7jfc + 2 + ...4"öi C'jfc + „_i4- Cjfc + „=0. 
De getallen Cq, C,, C^, . . . zgn dan de coëflSciënten der reeks 
Cq -f- ^1 ^-i- Cj cr^ + . . . , welke verkregen wordt door eenen 
veelterm van den (w — 1)®° graad te deelen door 

F{x) = a„ o?" -f- «n-l ^~^ + «n-3 ^"""^ + . . . + «j O? + 1, 

als b^ de deeling de termen worden gerangschikt naar klim- 
mende machten van a» Wil men , dat de reeks ook naar links 
in geheele getallen kunne worden voortgezet, dan moet 
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men zich beperken tot het geval a» = 1 ; wg zullen hiervan 
geen gebruik maken. 

3. Wanneer de wederkeerige reeks Cq , Cj , C^ , ... repe- 
teert, en de repetent r termen heeft , dan zal de reeks Cq + 
-|- C, j: 4" ^2 ^^ + • • • ^^^^ vermenigvuldiging met 1 — af over- 
gaan in eenen veelterm van hoogstens den (r — l)*^ graad; 
die reeks heeft dus eene voortbrengende breuk, welker noe- 
mer een deeler is van 1 — af. Omgekeerd zal zulk eene breuk 
altgd eene repeteerende wederkeerige reeks voortbrengen; 
want als de breuk tot den noemer 1 — .v herleid is , dan 
wgst deze de betrekkingsschaal Ck — C + * = O aan. 

Deze beschouwing blgft gelden, wanneer men niet de ter- 
men van eene wederkeerige reeks zelve, maar in hunne 
plaats de resten ten aanzien van zekeren deeler of modulus 
p aanmerkt; men laat dan overal veelvouden van p weg; 
dit moet dan ook gebeuren, wanneer men nagaat, of de noe- 
mer ƒ (x) een deeler is van 1 — ^^ Wanneer de resten van 
^0 > ^1 ? ^2 » • • • *®^ aanzien van p een repetent van r ter- 
men opleveren , dan zal het product (1 — af) (Cq + Cj o? -|- 
C^x^-^ . . .) 1 na weglating van veelvouden van p uit de 
coëfficiënten , een veelterm worden van den graad r — 1 of 
minder. Men noemt dit product dan ^volgens den modvlvis p 
congruent^* met dien veelterm. Door in den teller en in den 
noemer der voortbrengende breuk de coëfficiënten met pas- 
sende veelvouden van p te vermeerderen of te verminderen 
zal de breuk meestal kunnen worden vereenvoudigd, stel tot 
$ {ai)\ f {x). Dan moet ƒ {x) dus op dezelfde wgze als een 
deeler van 1 — af kunnen worden aangemerkt. 

Uit deze eenvoudige beschouwingen bl^kt ons de nuttig- 
heid van eene theorie der deelbaarheid van veeltermen, van 
welke de coëfficiënten volgens een modulus tot hun resten 
worden herleid. Tevens zien wg, dat deze theorie alle reek- 
sen zal omvatten, die repeteerende resten geven; immers be- 
hoeft alleen dit repeteeren gegeven te zgn om te kunnen 
besluiten , dat de reeks Cq + C^ j: + Cj ^^ 4" • • • congruent 
is met eene wederkeerige , welke een deeler van 1 — x'^ tot 
noemer van hare voortbrengende breuk heeft. 
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4. Wanneer men eene gewone brenk tot eene repeteerende 
tiendeelige herleidt, dan behandelt men een bgzonder geval 
van de reeksen, die hier beschouwd worden. Men zoekt dan 
den repetent der resten, welke de machten van tien overla- 
ten b^ deeling door den noemer der gewone breuk; men 
heeft dus te doen met de wederkeerige reeks , die C« = 10 (7,_i 
tob betrekkingsschaal heeft. Dat de tiendeelige break moet 
repeteeren weet men uit het aantal mogelgké ' resten , dat 
hier één minder is dan de noemer; hiermede is meteen eene 
bovenste grens voor het aantal c^fers van den repetent ge- 
vonden; verder weet men uit het theorema van Fërmat, dat 
deze grens bg een ondeelbaren noemer ook het aantal 
aangeeft, of een veelvoud van dit aantal is. 

Heeft men te doen met eene wederkeerige reeks der n^ 
orde, dan kan men met dergelijke beschouwingen aanvan- 
gen. Het is misschien goed een klein voorbeeld uit te schre- 
ven; ik neem de reeks der vierde orde, O, 0^ O, 1, . . • met 
Cn = 4 C„_3 — 5 (7«_4 tot betrekkingsschaal, en bepaal de 
resten naar den modulus 3. Het is dan niet noodig de ter- 
men zelveu te berekenen; men laat gedurende de berekening 
steeds de veelvouden van 3 weg; de schaal wordt daardoor 
vereenvoudigd tot C«= Cn-3+ C«-4. De resten worden, 
00010 01101 21100 210 2 12210 
lÖlll 12220 11212 00020 

Na de veertigste rest komen de oude terug, telkens ver- 
dubbeld; na de tachtigste zouden z^ dus met 4 vermenig- 
vuldigd wederkomen; maar na weglating van veelvouden van 
3 z^n zg dan onveranderd; er zgn dus 80 termen in den 
repetent. 

Dit aantal 80 is ook als bovenste grens aan te geven voor 
de resten naar den modulus 3 voor elke reeks van de vierde 
orde. Vier op elkander volgende resten vormen namelgk 
steeds eene der verschikkingen met herhalingen vier aan 
vier van de drie elementen O, l, 2. Het aantal mogelgke 
verschikkingen is 3^ = 81; onder deze is er eene, die hier 
niet te pas kan komen , namelgk 0; dus kunnen er 
niet meer dan 80 worden gevonden uit de reeks der resten; 
en die reeks kan dezelfde verschikking geen tweemaal ver- 
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toon en, of zi] gaat repeteeren, dewgl vier termen de ge- 
heele reeks bepalen. 

De reeks, die hier ten voorbeeld gesteld werd, is te ver- 
krggen uit de deeling x^ :{1 — 4 o?^ + 5 «*). Neemt men een 
anderen noemer , dan vindt men dikw^ls eene reeks , b^ 
welke een repetent behoort met minder dan 80 termen; het 
aantal is zelfs niet steeds een deeler van 80; zoo vindt men 
bg ^' : (1 -j- 07+ 2 ^^ — o?*) eenen repetent van slechts 6 ter- 
men. Men weet, dat dergel:yke zaken bg de repeteerende 
tiendeelige breuken er van afhangen , of de noemer der ge- 
wone breuk ondeelbaar is of niet. Iets dergelgks is op te 
merken b^ de noemers der voortbrengende breuken in deze 
voorbeelden van wederkeerige reeksen. De noemers zgn wel 
is waar niet in factoren ie ontbinden, maar terwgl het niet 
gelukt een product aan te wyzen, dat volgens den modulus 
3 congruent is met den vorm 1 — 4 o?^ -|- 5 a?* , is dit wel 
het geval met den noemer van het laatste voorbeeld; inder- 
daad is 
l + a?+2^^-^*=l — 2^+2a73^a?* = (l+^)(l— o?)^ 

(mod. 3). 

5. Serret noemt 'eene geheele functie van a met geheele 
getallen tot coëfficiënten > volgens den modulus p onherleid- 
baar*',' wanneer zg niet door eene functie van lager graad 
deelbaar is , ook al verwaarloost men veelvouden van p ; 
bovendien stelt hg den eisch, dat de coëfficiënt der hoogste 
macht van x de eenheid is. De laatste beperking is natuur- 
Igk van geen hoog belang; voor de beschouwing der weder- 
keerige reeksen schgnt het eigenaardiger om den bekenden 
term ^elgk één te nemen. Van zulke functies kan men nu 
eene theorie der deelbaarheid opstellen, die in vele punten 
overeenstemt met de theorie der deelbaarheid van geheele 
getallen. De hoofdstelling, dat een getal slechts op eene ma- 
nier in enkelvoudige deelers kan ontbonden worden, heeft 
hier haar evenbeeld, omdat de rekenwgze voor den groot- 
sten gemeen en deeler op deze functies is over te brengen; 
en deze rekenwgze levert de hulpmiddelen op, die voor het 
bewgs van de hoofdstelling gebruikt worden. Wg zullen deze 
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bewgsYoering hier niet ontwikkelen, omdat wg ons slechts 
ten doel gesteld hebben de theorie van Seebet toe te lich- 
ten; wie het onderwerp [wil doorgronden, bestudeere liever 
de bron zelve. De stelling , om welke het hier vooral te doen 
is, is de overeenkomstige van do stelling van Fbbmat. Zg 
luidt aldus: 

Elke veelterm F {x) van den n«» graad met ge- 
heele getallen tot coëfficiënten, die volgens den 
ondeelbaren modulus p onherleidbaar is, is vol- 
gens dien modulus deelbaar op de functie ayP*— x. 

Door deze stelling wordt dus gezegd, dat bgv. x^^ — a?, en 
dus ook a?^ — 1 , deelbaar moet wezen door 1 — 4 ^^ + 5 ^*, 
mits men overal veelvouden van 8 in de coëfficiënten ver- 
waarlooze; indien namelgk 1 — 4 ^'+5 o?* niet volgens den 
modulus 3 congruent is met een product van functies van 
lager graad. Een eenvoudiger voorbeeld is, dat x'^ — x — 1 
volgens den modulus 3 deelbaar moet zgn op a^ — 1 ; hier 
is vooreerst zeer gemakkelgk te verifiëeren , dat x^ — x — 1 
onherleidbaar is ; want waren er deelers , dan zoude ^* — x — 1 
voor sommige waarden van o? ^0, dat is deelbaar door 3 
moeten worden , en dit gebeurt niet ; men heeft naar behooren 

^ — 1 = (^4 _ \){x\+ l) = (a7*— 1) {ix^+\) = {x^— 1) 

i-x' + x+l). 

Het bewgs van deze stelling twordt gegeven op dezelfde 
wgze, als de stelling van Febmat wordt bewezen. Men be- 
schouwt alle functies van lager graad dan F{x)^ en daarin 
de coëfficiënten herleid tot hunne resten naar den modulus 
p] het aantal dezer functies zoude zgn p^^ want zg zgn be- 
grepen in de formule 

in welke de n coëfficiënten willekeurig uit de getallen O, 1, 
2, ... {p — 1) kunnen worden gekozen ; wg sluiten echter 
het geval, dat alle a's gelgk nul zouden zgn, uit; dan blg- 
ven er j9„ — l functies over, die wg noemen 

JS.^ , Jl2 , • • . 2Lp* — !• 

Vermenigvuldigen wg deze alle met dezelfde functie ƒ (4?), 
welke ondersteld wordt niet door F{x) deelbaar te zgn, dw 
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zal geen der producten door F(x) deelbaar zyn; ook zal het 
verschil van twee der producten nooit door F{x) deelbaar 
zyn, omdat zulk een verschil alt^d gel^k is aan een ander 
van de producten. Hieruit volgt dan, dat de resten, welke 
deze producten bg deeling door F {x) overlaten , niet onder- 
scheiden kunnen z^n van de eerst opgestelde rg X, , ^ , . . . ; 
alleen de volgorde kan anders wezen, zoodat b^ voorbeeld 
Xaf(x) de rest Xj oplevert. Men kan dit uitdrukken door 
p% — 1 congruenties van de gedaante 

^af{x) = F(x). Q + Xi (mod. p). 
Ook de schr^fwyze 

Xaf{x)^Xi (mod.p, mod. F{x)) 
is zeer doelmatig. Door vermenigvuldiging van al deze con- 
gruenties vindt men links en rechts het product van alle 
functies X; door dit product mag men deelen; er blyft 
dan over 

[/(^>?'"^ = 1 (mod.p, mod.i^(^)). 
In de stelling, zooals zg boven is aangegeven, is voor 
f{x) in het b^zonder x genomen; ook is er nog een factor x 
ingevoerd, om de b^voeging, dat f{x) niet door F{x) deel- 
baar wezen mag, overtollig te maken. 

Het zoude kunnen sch:ynen, dat in deze beschouwingen p 
wel een deelbaar getal mocht wezen ; dit is echter niet zoo ; 
men zou dan niet meer door het product X^ X2 ... mogen 
deelen , omdat van sommige functies X dan alle coëfficiënten 
een deeler met p gemeen zouden hebben. 

O. Door de kennis van deze stelling z^'n w^ nu in staat om 
over het aantal termen van den repetent der resten van eene 
wederkeerige reeks te oordeelen. Wanneer de noemer i^(j?) van 
de voortbrengende breuk naar den modulus/? onherleidbaar is, 
dan is F{x) een deeler van 1 — x^"-'^; wordt dus de reeks 
met de laatste uitdrukking vermenigvuldigd , dan moet zg een 
eindigen vorm opleveren; dus als elk der coëfficiënten Cqj 
C, , Cj , ... wordt afgetrokken van den coëfficiënt , welks 
rangnummer p* — 1 hooger is , dan zgn de verschillen altgd 
door p deelbaar. De resten vormen dan een repetent van 
pn — i termen; het kan echter zeer wel gebeuren, dat deze 
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repetent te splitsen is in eenige kleinere perioden; van deze 
zal dan het aantal steeds een deeler van p^ — 1 moeten zijn. 
Wanneer bg herleiding van eene gewone breuk met p tot 
noemer tot eene repeteerende tiendeelige het aantal c^fers 
van den repetent niet p — 1 is , maar een deeler van p — 1 , 
dan wordt dit verklaard door te zeggen, dat 10 eene macht- 

rest is van p. Zoo levert — ^ een repetent, niet van twaalf, 

maar van zes offers; dit komt doordat 10 kwadraatrest is 
van 13, namelgk is 10^7^ — 3.13. Nu leert de stelling 
van Fe&kat voor dit geval, dat 

7*^—1 = (mod. 13), 
dus ook 

(7* — 3.13)« — 1 = 10« — 1 = (mod. 13). 
Alzoo is nu reeds 10® — 1 door 13 deelbaar, dus kan de 
repetent niet meer dan zes cgfers hebben. 

Hetzelfde verschijnsel is waar te nemen b^ de wederkee- 
rige reeksen; men heeft b^voorbeeld 

^ = (— 1 — ar) (1 — 07 — 0?^) + (— 3 — a?)3 (mod. 7). 
Men zou dus kuunen zeggen, dat x eene derde-machts- 
rest is van 1 — x — x^, Eierdoor komt het, dat de wederkee- 
rige reeks , welker voortbrengende breuk 1 — x — j:^ tot noe- 
mer heeft, bij deeling door 7 niet een repetent van 7* — 1 =-• 48 
termen oplevert, maar een van slechts (7* — 1) : 3= 16 ter- 
men. Immers nu is 

^'« — 1 = (— 3 — xY^ — l [mod. 7, mod. (1 — o? — x^)] ; 
en het laatste lid is = O volgens de behandelde stelling. 

Zal de bg den noemer F (x) behoorende wederkeerige 
reeks eene restenperiode van het maximum aantal termen, 
p** — 1 , opleveren , dan moet af — 1 voor geen kleiner r 
dan p^ — 1 door F(x) volgens den modulus p deelbaar wor- 
den; men kan dit uitdrukken door te zeggen, dat x een 
primitieve wortel moet zgn van de congruentie 

uP"-i — 1 = 0, [mod.jt?, mod. Fix)], 
in welke u eenen onbekenden veelterm in x aanduidt. 

De beschouwing van de resten eener wederkeerige reeks 
geeft dus aanleiding om ook de theorie der machtresten en 
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der primitieve wortels uit te breiden van geheele getallen 
op veeltermen. 

9. Wg zullen thans nog enkele opmerkingen aanvoeren 
omtrent het geval van eeue wederkeerige reeks, van welke 
de voortbrengende breuk eenen noemer heeft, die volgens 
den modulus p niet onherleidbaar [is. 

Wanneer de noemer het product is van twee functies (pi (x) 
en <P^{x), die volgens den modulus p geenen deeler gemeen 
hebben , en deze functies aanleiding geven tot repetenten van 
r^ en r^ termen, dan zal het aantal termen van den repe- 
tent nu gel^k worden aan het kleinste gemeene veelvoud k 
van r, en r^. Immers is afi — 1 door (p^ {os) en jf* — 1 
door $2 (^) deelbaar volgens den modulus p; daarom z^n 
(pi {x) en (pj {x) beide deelbaar op a^ — 1 , en ook haar pro- 
duct. Wanneer bgvoorbeeld 1 — x — x^ de noemer is , en p 
een ondeelbaar getal begrepen in de formule 10 n ± 1 , dan 
is 1 — X — x^ niet onherleidbaar, want de congruentie 
1 — X — ^^ = O (mod. p) heeft dan twee wortels , zoodat 
het eerste lid met een product van twee eerste-machtsfuncties 
overeenstemt. Deze eerste-machtsfuncties z^n beide deelbaar 
op a?P " ^ — 1 , en dus is haar product het ook , omdat zg 
verschillen. Alzoo levert de wederkeerige reeks dan een repe- 
tent van p — 1 resten , of een deeler van p — 1. Dit werd 
reeds in de oplossing van N°. 36 der Wiskundige Opgaven^ 
deel 5, opgemerkt. 

Wanneer de noemer eene macht van eene onherleidbare 
functie is , dan is het aantal termen van den repetent meestal 
/>-maal zoo groot als wanneer de noemer die functie zelve is. 
Men heeft namel^k 

ar — 1 = O [mod. jt?, mod. i^(^)], 
als F{x) die functie is en r het aantal daar bg behoorende 
restenperiode. Men schrgve hiervoor 

ar=l-^p(p(a!) + F{x) Y {x). 
Beide leden tot de p^ macht verheffende, zal men vinden 

xP^=l + F(x)p Y {xy + door p deelbare termen ; 
derhalve : 
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^i«- — 1 = O [mod. />, mod. F{x) **] 
voor alle waarden van m, welke p niet overtreffen. 

Om hiernaar het aantal termen van den bg i^(^)=l — 
— 4 j?^ -|- 5 o?* behoorenden repetent voor deo modulus 7 te 
vinden, heeft men vooreerst de ontbinding der functie op 
te sporen; deze is hier: 

(1— 4j:^ + 5^*) = (1 + ^ — a7»)(l + 3^)^ (mod. 7). 
De noemer 1 -f- ^ — ^^ zoude een repetent van 7^ — 1 = 48 
termen geven (de proef leert, dat er slechts 16 komen). De 
noemer 1 -f- 3 ^ een van 7 — 1 = 6, de noemer (1 + 3 x)^ 
dus een van 7.6 = 42. By den noemer F{x) behoort dus 
een repetent van 336 termen, dewgl 336 het kleinste ge- 
meene veelvoud van 16 en 42 is. 

8. Ook enkele andere eigenschappen, die betrekking heb- 
ben op repeteerende tiendeelige breuken , kunnen worden uit- 
gebreid op wederkeerige reeksen. 

Wanneer de noemer van de voortbrengende breuk der reeks 
Co + C^i ^ + C^2 «^^ + • • • volgens den modulus p onherleid- 
baar is, en de repetent der resten een even aantal, 2a, ter- 
men heefk, dan zal de som van twee coëfficiënten C, welker 
aanwgzers a verschillen , door p deelbaar zgn. Want die noe- 
mer is dan een deeler van 1 — x^^ en niet van 1 — ^«, dus 
wel van 1 + ^ ; vermenigvuldigt men dus de reeks met 1 + ^, 
dan moet het product een eindige veelterm worden , als men 
veelvouden van p weglaat; en bg deze vermenigvuldiging 
worden algemeen de coëfficiënt.en Cm en C^^a opgeteld. 

Is het aantal termen van den repetent 3a, en de noemer 
weer onherleidbaar , dan zal de som C« + C» + « + Cm^^a al- 
tgd door p deelbaar wezen ; want de noemer is dan deelbaar 
op 1 — a^^ en niet op 1 — j^ , dus wel op 1 + jj« -[- x^, zoo- 
dat het product van 14-»^ + ^* D^et de wederkeerige reeks 
een eindigen veelterm moet opleveren. 

Zoo kan men in het algemeen , als de noemer van de voort- 
brengende breuk volgens den modulus p onherleidbaar is, en 
de resten naar jt> een repetent van mn termen opleveren, een 
rechthoek van n rgen elk van m termen opstellen^ in welken 
mn achtereenvolgende termen der reeks staan; door optel- 
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ling van de kolommen vindt men dan veelvouden van p. 
Als voorbeeld diene de reeks van Fibonacci O, 1, 1, 2,...; 
de voortbrengende breuk is o?: (1 — x — o?^); naar den mo- 
dulus 13 repeteeren de resten bg 28; men stelle dus 2X14: 
of 4X7 of 7X4 of 14X2 achtereenvolgende termen zoo 
op, dan zyn de sommen der termen in eene kolom altgd 
deelbaar door 13. 

112 3 5 8 

377 610 987 1597 2584 4181 6765 
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112 3 5 8 

13 21 34 55 89 144 233 

377 610 987 1597 2584 4181 6765 

10946 17711 28657 46368 75025 121393 196418 

11336 18343 29679 4"8022 77701 125723 203424 

872 1411 2283 3894 5977 9671 15648 

112 

3 5 8 13 

21 34 55 89 

144 233 377 610 

987 1597 2584 4181 

6765 10946 17711 28657 

46368 75025 121393 196418 

54288 87841 142129 229970 

4176 6757 10933 17690 



Men kan b^ reeksen der tweede orde eene onaf hankel^ke 
formule voor den w"" term vinden; door uitkomsten van den- 
zelfden aard als de bovenstaande op die formules toe te pas- 
sen verkrggt men zonderlinge rekenkundige stellingen. Zoo 
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heefk men hier, dat Cn+7-\- Cn-i deelbaar is door 13; in 
formule : 
1 



^..,("t>("t>+("t>'+- + 

is deelbaar door 13. 

O. Ten slotte moge nog worden aan gestipt, dat de hier 
voorgedragen beschouwingen een antwoord geven op eene 
vraag, die door den Heer A. de Rivièrb gesteld is in den 
Intermediaire des mathématiciena ^ en die aldus luidt: 

„Si Ton considère tous les arrangements nan qu'on peut 
former avec deux objets, il est toujours possible de trouver 
un arrangement de 2" termes (formé avec les mêmes deux 
objets) ai, a^^ ös?.--, «a»' *®ls que les groupes 
apOj, . . ., a»; a^, «3, . . ., an + i; . . . ag.^i, ag»» «i» ••.» öfn-2; 

«2»» 0.\i «2» • • M öf»-!? 

représentent tous les arrangements nan dont Ie nombre est 
évidemment 2". Cette proposition est vérifiée expérimentale- 
ment jusqu'a des limites suffisantes pour en présager Inexac- 
titude. Est-elle déja connue? Pourrait-on en donner une de- 
monstration? Y a-t-il en general plus d'un espèce de solu- 
tions et dans ce cas combien?" 

Oplossingen, niet alleen voor 2, maar voor jt> voorwerpen, 
zgn steeds te vinden , als p ondeelbaar is. Men kau dan steeds 
eene functie F(x) van den n" graad vinden, die volgens den 
modulus p onherleidbaar is , en de eenheid tot bekenden term 
heeft. Door a?*-^: F{x) in eene wederkeerige reeks te ont- 
wikkelen en de coëfficiënten door p te deelen vindt men dan 
een repetent van p^—\ resten, alle <p; n op elkander vol- 
gende resten z^n dan steeds de voorstelling van eene ver- 
schikking met herhalingen uit de getallen O, 1, 2, . . , (p— 1); 
en al die verschikkingen z^n onderscheiden. Men heeft dus 
alle p^ verschikkingen op eene na voorgesteld , zooals door 
den Heer db Rivièeb gedaan werd; de eene ontbrekende ver- 
schikking is die uit louter nullen gevormd wordt; om deze 
op te nemen zette men nog het c^fer O voor den repetent. 
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Hier is aaDgenomen, dat de repetent van p^—1 resten 
zich niet splitst in kleiner perioden; dat er functies F{x) te 
vinden zjn, voor welke dit uitkomt, is door Seeebt bewe- 
zen; zelfs haar aantal is bepaald, het bedraagt o^^Cp**"!)* 

Dit is echter niet het aantal der oplossingen van het vraag- 
stuk van DE Bivièrb; voor datzelve bestaan oplossingen, 
welke door de beschreven methode niet kunnen worden ge- 
vonden ; dit is bgvoorbeeld het geval met de oplossing 01 
100010 I11101böp = 2,n = 4 behoorende. Eene na- 
dere uitwerking van dit onderwerp ligt buiten het bestek 
van dit opstel. 



OVER DE DRIEHOEKEN VAN SCHWARZ 



W. KAPTEIJN. 



Onder driehoeken van Schwabz verstaat men driehoeken, 
waarvan de zgden bogen z^n van cirkels, die loodrecht staan 
op een vasten cirkel, fondamentalen genoemd. Deze drie- 
hoeken, die een gewichtigen rol spelen in de Theorie der 
PüCHs'sche Functies, stel ik m^ voor te bespreken, met het 
oog op de betrekkingen, die tusschen zekere functies der zgden 
en de hoeken bestaan. Deze kunnen met behulp der niet- 
Euclidische meetkunde worden gevonden, zooals Poincaré heeft 
opgemerkt; wg willen echter alleen van de gewone hulp- 
middelen gebruik maken. Om hiertoe te geraken transfor- 
meeren wg een willekeurigen driehoek in een anderen, waar- 
van een hoekpunt met het middelpunt van den fondamentalen 
cirkel samenvalt. Beginnen we met de bespreking van de 
transformatie, die deze verplaatsing ten gevolge heeft. 

Leggen we een rechthoekig coördinatenstelsel door het 
middelpunt van den fondamentalen cirkel, en stellen weeën 
punt van dezen cirkel voor door ^ = ^ + i y , het met dit 
punt geconjugeerde door Zq = x — iy, 

Eene lineaire substitutie 

/3o ^ + «o ' 
waarin ^ en /3 twee maginaire staudvastigen, en ^q, /3q hunne 
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geconjugeerden voorstellen, transformeert, zooals bekend is, 
elke figuar in een andere, zoodanig dat de hoeken gelgk 
bleven, en cirkels in cirkels overgaan. 

Door de b^zondere keus der standvastigen echter bl^ft hier 
de fondameutale cirkel onveranderd, en gaan cirkels, loodrecht 
staande op den fondamentalen, over in andere, die dezelfde 
eigenschap bezitten van loodrecht op den fondamentalen te staan. 

Om dit aan te toonen, merk ik op, dat de fondamentale 
cirkel tot vergelgking heeft 

zZq— 1 = 0. 

Stelt men hierin 

— ^o< + /3 

dan is 

-«fp + ^o 

en 

(/3o<-«)(iSeo-^o) * 
Is dus zzq— 1=0, dan is ook tt^ — 1 = 0. 
Een cirkel met middelpunt k -{-ik staat loodrecht op den 
fondamentalen, als zgne vergelgking is 

(^-A)^ + (y-A)^ = A^ + P-l, 
of 

j.3_j-y2— 2Aa? — 2Ay+l = 0. 

Stelt men hierin X'\-iy=^Zy dan wordt deze vergely king 

z Zq — (h — ik) z — (A 4- i A) ^Tq + 1 = 0. 

Passen we hierop dezelfde substitutie van zooeven toe, 
dan komt 

1 1^ - {K — i k') « - (A' + i i') «o + 1 = O , 
waarmede het gestelde bewezen is. 
Elke substitutie 

bezit in 't algemeen twee dubbele punten z^ en z^^ die de 
wortels zgn der vergelgking 



zoodat 
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^. = ^^^"-2^ V/(« + *o)*-4(*«o-^/3o). 

Naar aanleiding hiervan onderscheidt men verschillende 
soorten van substituties, waarvan de voornaamste z^n de 
drie volgende. 

I. Is (« + ^o)^ < 4(* *o — /3 0o) ^^^ ^B^ ^1 ^^ ^2 *w®6 
punten, die voldoen aan de voorwaarde 

want schrgft men de reëele grootheid 
dan is 







2 00 




zoodat 




2^0 ' 




1 




2|8 2|3(«o — « + tVï3)_ 


.. mf 


V~ 


«0- 


-« — iV/üf — 4/3/3o 


-*.j 



De dubbele punten z:yn dus invers ten opzichte van den 
fondamentalen cirkel gelegen; deze substitutie kan nu ge- 
makkelgk herleid worden tot den vorm 



t -^ z^^^z — z. 



t — z^ z — z^^ 

waarin K eene imaginaire grootheid met modulus één voor- 
stelt. 

Wanneer men aanneemt K-=ze'^^ (fig. 1) dan ziet men 
dus, dat een cirkel z^ A z^^ door de dubbele punten gaande, 
overgaat In een anderen, die met den eersten een hoek $ vormt; 



1) 8x^ is de gecoigagecrde waarde van z^, 

N. A. V. W. 2e R. Dl. I. 18 
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want kiest men z in de nabgheid van z^ op z^ A ^^t dan is t 
nabg ^| gelegen, zoodat 

waarcdt Tolgt 

argr. dt=:i<^-\'aTg.dz. 

De sabstitntie beet in dit geyal elliptisch. 

II. Is (a ^ «o)^ = 4 (« «0 — /3 /Sq), dan vallen ^r^ en z^ 
samen. In dit geyal is 



dns 



waaruit yolgt dat de samenvallende punten op den fonda- 
mentalen cirkel liggen. De substitutie heet in dit geval para- 
bolisch en kan steeds herleid worden tot den vorm 
1 1 



9 — 


.« — «0 


— — 9 


*., — 


■ 2^„ 


*2» 





(«- 


«o)*_ 



* — «, 



h. 



«1 = 



m. Is (« 4- «o)* > 4 («e «o — /3 /3o), dan liggen z^ en «, op 
den omtrek ran den fondamentalen cirkel. Men heeft dan 

2/3o _' 
_ « — «o — t/Af 

^> 2^; • 

waarin M eene reëele grootheid voorstelt. 

Men vindt nu gemakkelgk z^ z^^=:z^z^=^ 1, en kan deze 
substitutie herleiden tot den vorm 

t — Z. -r^Z^^Zt 



^=k: -, 



t — ~ Z^ 4b <&2 

waarin K eene reëele positieve grootheid voorstelt. Een punt 
A (fig. 2) ondergaat in dit geval eene verplaatsing op den cir^ 
kei, die door A en de beide dubbele punten gebracht wordt ; 
want kiest men nu z in de nab^heid van z^ , dan zal 

dt = Kdz^ 
dus arg. dt = arg. dz. 

Elke cirkel, door de dubbele punten gaande, gaat dus bg 
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deze soort substitntie, die men hyperbolisch noemt, in zich- 
zelf over. 

Uit het voorgaande blgkt, dat wanneer de dubbele punten 
van eene hyper*bolische substitutie gegeven zijn, deze substi- 
tutie op eene standvastige na bepaald is. Geeft men dus nog 
twee overeenstemmende punten, dan is zg geheel bepaald. 

Helderen we dit op met een voorbeeld, dat later toepas- 
sing zal vinden. 

Z^'n de uiteinden eener middellgn, z^ en — z^^ de dubbele 
punten eener hyperbolische substitutie, die een punt A dezer 
middellgn in den oorsprong overbrengt, dan is deze substitutie 

t — Z^ _j^ Z — Zi 

t +z^ ' z-^-z^^ 

waarin K bepaald wordt door de voorwaarde, dat t=0 als 
z = Aj z^nde A de imaginaire waarde, behoorende bg het 
punt A. 

Hieruit volgt 

z^ — A* 
Schreven we de substitutie in den vorm 

-z,{K-\-\)z + z,HK-\) 
{K-l)z-z,{K+l) ' 
en voeren nu de gevonden waarde van K in, dan is 

* z^ — A z^ — A 

zoodat 

^_ z,n-z + A) 
A z — Zy^ 
Merken we nu op, dat z^ hetzelfde argument heeft als A^ 
dan is 

A 
* mod. A ' 
dus 

^,^ A' _A 
'A Aq Aq 
. Stelt m^n dit in de gevonden substitutie, dan komt 
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Eeeren we nu terng tot een driehoek ABC van Schwakz, 
dan zien we, dat door de laatste substitutie deze kan wor- 
den getransformeerd in een anderen, waarran het hoekpunt 
A in den oorsprong yan coördinaten ligt, terwgl de aan- 
grenzende zgden in rechte Ignen overgaan. 

Bg deze substitutie blgyen , zooals we reeds opmerkten , 
de hoeken standvastig, maar ook big ven de grootheden 

J 1 — zz^ J 1 



nr>' 



„ f frdrdd 



waarin z=ssre^^ en ds het element van een boog voorstelt , 
onveranderd. Men ziet dit terstond in, als men opmerkt dat uit 



volgt 



t =S ;= j , 01 Z= ^ ï 



ZZn 1 = 



^0 



(flg^o — ffffoX^o — 1) 

(i3o< — «)(/3<o — *o) 



en 



of 



dz ota^ — fifi^ 

dt (/3o<-«)(/3<o-«o) 
Ik kom nu tot de berekening van de L van een wille- 
keurigen boog A B, die loodrecht op den fondamentalen cir- 
kel staat. Om dit te doen, breng ik door eene hyperbolische 
substitutie A in den oorsprong over, dan komt B ergens in 
B'. Dit punt wordt bepaald door de gevonden substitutie nl. 

Nu is voor eene rechte Ign uit den oorsprong getrokken, 
wier lengte is 

b = mod» S^j 



Jol—** ^1—b 
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Hieruit Tolgt 



- 1+6 , l—b 



1 + 6» ,j. 2b 



dus is 



ckL(OB^ = \±§^. 



Sabstitateert men hierin 

7y_ A-B ry _ A-Bo 

dan komt 

chL(AB)-chL{OB') (l-AAo)il-BB,) " 

Hiermede is dus de hyperbolische cosinus van de L eens 
boogs A B op gemakkel^ke wgze in de coördinaten van de 
uiteinden van dezen boog uitgedrukt. 

Denken we ons nu een willekeurigen 'driehoek A BC (fig. 3) 
van ScHWABZ, vooreerst door eene hyperbolische substitutie 
getransformeerd tot het hoekpunt C in den oorsprong ligt, en 
daarna door eeae] elliptische substitutie zoodanig gedraaid, dat 
de z^de GB langs de ^-as valt, dan weten we dat in dezen 
nieuwen driehoek de hoeken en de X's der zgden dezelfde 
z^n als in den oorspronkelgken driehoek. 

De L's gelgk z^nde, zoo zgn ook de hyperbolische cosinus 
der i's gelgk, zoodat we verkrggen, daar Bq = B^ 

chL{AB) = eh{c)=^ ________ , 

14-B* 2B 

en bggevolg 

2L/\ n/ \ ifi\ 2 5 2 mod. A . cos C 

cA(c) = cA(a).cA(6) — y— -gj . — ^_^^ — i 
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want 

A a= mod» A {cos G-^i sin C), 
Aq = mod. A {cos — i sin C). 
Hiermede vindt men dan de fondamentale betrekking 
c A (c) = c A (a) . c A (6) — sh {a) .sh (ft) . cos C, 
waaruit men, evenals in de bol-driehoeksmeting , alle andere 
betrekkingen kan afleiden. 
Men vindt bgv. 

sin A sin B sin C 
sh{a) sh{b) sh (c) 
coth {a) .sh (6) = cotAn sin C-^-ch {b) . cos C, 
C08 C= — cos A .cos B-]- sin A . sinB . c h (c). 
Ligt een hoekpunt, b^v. C, op den omtrek van den fon- 
damentalen cirkel, dan worden (a) en {b) oneindig, dus ook 
c A (a) , « A (a) , ch{b) en sh (b) , terwgl C = O ; de zyde (c) 
berekent men dan uit de laatste formule, die alsdan wordt 

,.. l'\'COsA.cosB 

sin B . sin C 
Is de driehoek rechthoekig, dan vindt men tien formules, 
die volmaakt overeenkomen met die voor rechthoekige bol- 
driehoeken. 

Berekent men de S van een driehoek, dan vindt men (zie 
Verhandelingen Congres Groningen) 

5=^ — P, 
waarin P de som der hoeken van den driehoek voorstelt. 

Denken we ons nu , dat een driehoek ABC getransfor- 
meerd wordt door middel van eene lineaire substitutie 
*'~~ *i t^ — ~ »3 z —~ z^ z^ — z^ 

C — tj ^j — ^3 Z Z^ Z^ Z^ 

waarin z^, z^^ z^, drie willekeurige punten op. den omtrek van 
den fondamentalen cirkel voorstellen, en ^p t^, ^3, drie willekeu- 
rige punten op de reëele as: dan vindt men gemakkeljjk, dat 
de driehoek overgaat in een anderen , die met den eersten ge- 
lijke hoeken heeft, en wiens z^den bestaan uit cirkelbogen, 
die allen hunne middelpunten op de reëele as hebben. Daarbg 
gaat dan.de integraal 
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fmod. dz , r mod. d t 



/mod. dz . r ) 

= over m 1 - 
1 — ^ ^0 J 



y 

Verstaan we dus in dezen nieuwen driehoek ABC onder 
de Z's der z^den de integralen van den laatsten YO^m, dan 
gelden ook alle gevonden formulen. voor dezen driehoek. 

Willen we nu een dergel^ken driehoek construeeren, wan- 
neer de de hoeken gegeven z^n, dan kunnen we de L's der 
'overstaande z^den berekenen. Nemen we dan een willekeurig 
punt C aan (fig. 4), en beschreven een cirkelboog door dit 
punt, waarvan het middelpunt op de ^-as gelegen is, b^v. 
in den voet O der loodlgn uit G op de reeele as neergelaten ; 
dan komt de constructie neer op de bepaling van een punt 
B op dezen boog. zoodanig dat 

L(CB) =!(«). 

Nu is 

Hieruit volgt 

ch{a) = -7-7, 1 



of 

. ^ 1 cosA-^-cobB .coaC 

c n (a) sin x> • sin C 

Hieruit bepale men dus (3, en construeere daarmede het 
punt B. Verder trekke men door G en B cirkelbogen met 
middelpunten in de ^-as gelegen, zoodanig dat deze in de 
punten G en B de gegeven hoeken van denzelfden naam 
vormen. 

Wanneer men door stereographische projectie een bol-drie- 
hoek op het aequatorvlak afbeeldt, verkr^gt men een drie- 
hoek, die begrensd wordt door cirkels, [die door de uiteinden 
van eene of andere middellgn gaan. Op gelgke w^zé als 
in het voorgaande kunnen alle betrekkingen tusschen zgden 
en hoeken van den bol-driehoek uit de overeenkomende 
eigenschappen van de genoemde driehoeken worden afgeleid. 



194 

In aansluiting met het voorgaande, willen we de grond- 
formule voor de driehoeken van Schwaez nog op andere 
wgze ontwikkelen en enkele daarmede samenhangende vraag- 
stukken bespreken. Beginnen we daartoe met een paar voor- 
bereidende stellingen te bewezen., 

I. Door eene hyperbolische substitutie 
t — a J-.Z — a 



t — a z — a 

wordt een punt C op den boog, die loodrecht op den fonda- 
mentalen cirkel staat en door de punten a en d gaat, 
getransformeerd in een punt C'. De L van den boog C C' 
gemeten langs den genoemden cirkel is gelijk Ig H. 

Nemen we ter vereenvoudiging de Ign, die door het mid- 
delpunt van den fondaméntalen cirkel en door het midden 
van boog a ei gaat, als a;-as aan, en het midden van den boog 
a d als het punt C. Stellen we verder a = « » « en noemen 
A en r het middelpunt en den straal van den boog ad^ dan is 



terwgl uit 

volgt 

dus 



1 
cos» ^ ' 



C — a ^^C 



C—d C—d 



^ H^+2H8inx^\ 



tg (arg. C) = — tg6 = — ^2^1 ^ " 

Nu is de vergelgking van den cirkel a d 
p* — 2 Apco5 + 1 = 0, 
derhalve 

, rpdö 

h CO8 6 — p 

^ '^ d6^ hcosê — p 
en 
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^ ^ Jol — P JoPcos^'ê — l 2^r — tgê 

Stelt men hierin de gevonden waarde van tg 6 , dan yer- 
kr^gt men 

L = L{CC') = \lgE^ = lgH, 

waaruit volgt 

,L H+l ^L H—l 

2 2\/H 2 2VE 

II. Twee cirkels loodrecht op den fondamentalen, welke 
dezen in de punten a a en bb' ontmoeten , sneden elkaar 
onder een hoek C, waarvan de cosinus gel^k is aan 

(a — a') (6 — b') 

Een cirkel, loodrecht op den fondamentalen met middelpunt 
A + iA, heeft tot vergelgking 

z Zq — {h — ik)z — (A + i A) <2fQ + 1 = 0. 

Gaat deze door de punten a en a% en merkt men op , dat 
a «Q = a' a'^ = 1 en dat derhalve 

1 , 1 

«o = -7 «0 = -.' 

dan vindt men gemakkelgk 

II-7 2a a' , ,j 2, 

h + lk= ; -.y n lk= ; 7, 

a-]-a a-f-a 

waaruit volgt, zoo men den straal van dezen cirkel noemt r, 

r -h +k -1 (^47^2' 



en 



.05 — a 



a'\' a! 

Stellen we nu door K + i Je en r het middelpunt en den 
straal van den cirkel door b en b\ door d den afstand van 
de beide middelpunten en door 180° — C den hoek tusschen 
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de beide stralen uit, C naar deze middelpunten getrokken Yoor , 
dan is 

éP — T-" — t"" 



cos C = 



2r/ 



Berekent men deze uitdrukking met behulp van de boYen- 
staande formulen, waaruit men terstond de waarden van ¥^ 
en / kan afleiden, dan vindt men 

2(aa' + fty)-(a + «)(& + y) 

"^'^ (a -«')(*-*') ■ 

Beschouwen we nu een driehoek ABC van Schwaez en 
onderstellen, dat de boog AG den fondamentalen cirkel in 
de punten a en €l sngdt, terwyl de hyperbolische substitutie 

t — cl z — CL^' 

het punt A naar een punt A' verplaatst, zoodanig dat L{AC)^=- 
= L{CA'). Op gelflke wgze onderstellen we, dat de cirkel 
G B den fondamentalen in de punten b en V ontmoet, en eene 
hyperbolische substitutie 

een punt B' op den cirkel GB verplaatst naar het punt B, 
zoodanig dat L{C B) = L{B' C). Verbindt men verder de 
punten A' en B^ door een cirkel, loodrecht op den fondamen- 
taien, en neemt aan, dat de substitutie S het punt A' verplaatst 
naar een punt A'' , dan is L {B A') =^L{B A") , terwgl bg 
deze transformatie de hoek G^ B' A' onveranderd bl^ft. 
Nu is gemakkelgk in te zien, dat de elliptische substitutie 

het punt A naar A' en B naar B' verplaatst. Hieruit volgt, 
dat de driehoeken A B G en A^ B' G gelyke hoeken hebben. 
In verband met het voorgaande blykt dus, dat de boog B A" 
het verlengde is van den boog A B , en voorts dat 
L(B A) = L{AB) = L(BAy 
De substitutie /S/S', dat is de twee substituties S en S' 
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achtereenTolgens toegepast op A, verplaatst dus dit punt 
naar A", terwgl L(AB)=^L{BAy 

Noemt men na L{B C) ==(<!), LJA C)={h) en L{AB)={a), 
dan weet men nit de eerste stelling, dat 

en, zoo men X den Termenigruldiger noemt van de samen- 
gestelde substitutie SS 

eh(e\= — -^-=rj «A(c)= =-. 

^' 2VX ^' 2VX 

Berekenen we derhalve den vermenigraldiger X. Schrgft 
men de samengestelde substitutie SS 

t \ — > 

r z-]- 8 

dan vindt men 

p=={a' H- a)(b' K — b) -bb' {H— l)(K—l), 

q = — aa' {V K —b){H — l)-\- b b' (a E - oTfiK — l), 

r = {a' H— a) (^— 1) — (6 K— b') {B — 1), 

» = — a a' (H — 1){K - l) + {a H - a')ib K -b% 

Hiemit volgt 

p + 8 = {aS— a')\{bK— b') + {a' H — a) (b' K— b) — 
— (a a' + b b') {H— 1) (JT— 1) 
p 8 — q r = {a^ ay {b — b'y E K. 
Nu is 

2iaE—a'){bK — b')-\-2{a'E — a)ib'K—b) = 
= (a _ a') {b - b') {E-\- 1) (K+ 1) + (a + a') (b + b') . 
.{E-l){K-l), 
derhalve 

2{p + 8) = {a-a')ib-b'){E+n){È:+l)-[2(aa' + bb')- 

-ia + a')ib + b')}{E-l){K-l), 
of, ten gevolge yan de tweede stelling 
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Volgens Fobstth's Theory of Functions p. 514 is, zoo we 
de gevraagde vermenigvuldiger X noemen, 
X+l _ 2{p-\-a) 

2|/X ^^p8 — qr' 
das komt 

X+l ^ (g+ 1) (K+ 1) {E- l)jg- 1) ^^ ^ 
2VX 4 VHK 4 VHK 

of eindelflk met behulp van de bekende notaties 
ch(c) = ch (a). ch{b) — sh (a), ship), cos C. 
Voegen we hieraan nog toe eenige vraagstukken, die we 
ontleenen aan eene Verhandeling van den heer Stouff ^) , 
waarin men de oplossingen zonder bew^s vindt. 

1. De meetkunstige plaats te vinden van de dubbele punten 
der elliptische substituties, die den boog aa! in & h' overbrengen. 
Z^ de substitutie , die dit bewerkt , 
t — X z — X 

Vervangt men hierin z door a en t door &, daarna z door 
a' en t door b\ dan komt na eliminatie van K 
(a'& + «/3)(a-&)+(a& + «/3)(&'-a') + (« + /3)(a6-a6') = 0. 

Is de substitutie elliptisch, dus (3= — dan volgt hieruit: 

«o 
{a' b — aV) X ci^ + {a — b — a' -^b^cc + [a' b' {a — b) — 

^ab{a' — b')] ^0 + (a 6 - a V) = 0. 
Deze vergelgking stelt voor een cirkel, loodrecht op den fon- 
damentalen en gaande door het sngpunt van de beide cirkels 
a a' en 6 b\ 

2. De meetkunstige plaats te vinden van alle punten, waar- 
van de loodrechte bogen, op a a' en 6 b' neergelaten, gelgke 
X's bezitten. 

Bepalen we daartoe de L van den loodrechten boog, uit 
een punt M op aa' neergelaten. De substitutie 

— z+M 



< = 



M^z-l 



1) Sar U tranaformation des fonctions fachsiennes. Ann. £c. Norm. 1888. 
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verplaatst M naar het middelpunt O ran den fondamentalen 
cirkel, en de voet van de loodl^n naar een punt G. Noemt 
men de punten, waarin a en a' overgaan, p en q, dan vindt men 

M — a M — a 

P~ M^a — 1* ^~ M^a'—l ' 

^^ \/p + i\/q 

Leidt men hieruit af de L van den loodrechten boog uit 
M 0^ hV neergelaten, dan vindt men voor de gevraagde 
meetkundige plaats 
(a' & _ a &') i/ ifo + (a — 6 — a' + 6') M+\a!b{a — b) — 
— ab{a— 6')] J/^j + a' 6 - a 6' = O , 
dat is dezelfde cirkel van het vorig vraagstuk. 

3. Wat is de vergelgking van den cirkel, die loodrecht 
staat op aa\ hb' en den fondamentalen cirkel. 

De gegeven cirkels a a' en 6 b' hebben tot vergelgkingen 
{a-^- a') z Zq — 2z — 2 a a' e^ + a + a' = O, 
{b-\'b')zz^ — 2z—2bVzQ-\-b^b' = Q. 

Voor den gevraagde cirkel vindt men 
{aa! •^bV)zz^^{a + a' '^b^b')z — [aa'{bJ[^b')'^ 
- bb' {a + ci)'\zQ^aa' — bV ==0. 

4. Bepaling van een punt M, zoodanig gelegen, dat alle op 
den fondamentalen cirkel loodrechte bogen , door dit punt 
gebracht I door de cirkels aa' en 6 6' middendoor gedeeld 
worden. 

Verplaatst men M naar het middelpunt van den fonda- 
mentalen cirkel door de substitutie 

— z-\-M 
'-M,z-\' 
en stelt men, evenals boven, dat de punten a en a'injpen^, 
b en b' in p en q' overgaan , dan moet 

of 

{MM^-\-V){a + b') — 2M — 2ab'M^=0, 
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{MM^-\.\){a' + b) — 2 M—2a' b M^ = 0. 

Stelt men 

a — a' — b-\.b '_^ 
a'b — ab' 
dan komt vooreerst 



en verder 



'o 



M^ + jM+^f = 0, ^ 



waaruit volgt 

5. Bepaling van de L van den loodrechten boog door 
het punt M gaande en eindigende in de beide bogen aa' en bb'. 

Noemen we de L van den loodrechten boog, uit M op a a' 
neergelaten, eenvoudig 2>, dan is 

**^~*' (a-a')(l-J/i/„) ' 

waaruit na herleiding volgt 

(a — <^)\y — b) 



KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



NIEUW BEWIJS VAN HET THEOREMA YAN TAYLOR, 



I>OOR 



A. JEKEL. 



De kromme 

y=f{^) 

hebbe een continu verloop tusschen de grenzen x en o? -{- i ; 
indien verder de afgeleiden van f{x) tusschen deze grenzen 
continu en eindig z^n, laat zich gemakkel^k bew:gzen, dat 
de betrekking geldt 

f{x + h)=f{x) + hf{xJ^bh) (I.) 

waann ^ ^ y 

De vorm ƒ ' (^ + & h) geeft 't overschot van de waarde van 
f(x-\-h\ indien men by den eersten term afbreekt; z^ geeft 
ons een uitstekend middel aan de hand ter bepaling van 
convergentie. Juist in deze zoogenaamde rest ligt de groote 
kracht van de reeks van Tayloe. Wg willen dan ook van 
dezen vorm uitgaan, waarin eigenlek het geheele theorema 
ligt opgesloten. 

De waarde ƒ'(;»-[- S h) is weder eene nieuwe functie van 
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x-^-Bh; zg deze gelgk aan 0{x-\-y h)^ dan kan men, in 
verband met (I), schrgyen 

waarin ^^y 

Op dezelfde wgze als hierboven, geeft de ontwikkeling 
van (p' (x + Si A) 
<t/{x-\-^,h) = ^|J{x + y,h) = ^^{x) + y,h^^'{xJ^^^h), 

waarin weder ^i < ^ ^ ^ • 

Door invoering van nog meer nieuwe functiên xi^)^ ? (^)> 
. . . ^{x) en zoo voort gaat vergel^king (I) na achtereen- 
volgende substitutiën over in 
f{x + h)=^f{x) + h(p{x)^yh^^|,{x) + iyy,h'x{^) + 

+ yyiy,A*?(^) + .. + yy,y,_iA*+ir(^+^.A). . (H) 

Uit den aard der bewerkingen volgt de ongel^kheid 

y«-i < ^«-2 < y«-s • • • < ^1 < ^1 < ^ ^ j' 

Breekt men b^ den n^^^ term af, dan bl^ft er nog een 
rest over ter completeering van /(j? + A); deze wordt, blg- 
kens het tweede lid van vergelgking (II), gegeven door 

i2= y y, . . . y^i A«+i r (^+^. a), 

of 5, = tf stellende, door 

iï+yy^ ...y^iA»+ir(^+tf A)- 

Er is dus rechtstreeks aangetoond, dat iedere willekeurige 
functie , welke tusschen o? en ;c -|- A continu voortloopt , en 
wier afgeleiden voor waarden tusschen deze grenzen continu 
en eindig zijn , kan ontwikkeld worden in een reeks volgens 
de opklimmende machten van h. Tevens is deze reeks in een 
eindigen vorm gebracht. 

De waarden van (p{x)^4f (x)i en zoo voort en van de ver- 
schillende d's moeten nu nog bepaald worden. 

Ter oplossing van de eerste vraag, make men gebruik van 
de boven gestelde vergelijkingen, te weten 

fix + dhj^tpix + yh), {») 

<p'{x-\-è,h) = ^P{x + d',h), (/3) 

t^(x+&,A)=;»:(«+y,A), (y) 

en zoo Toort. 
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Uit («) volgt 

Urn f (4r + ö A) = lim (pix-X-^h), 
*=o i=0 

of 

/(^) = cp(4 
Evenzoo geven i3 en y 

door achtereenvolgende differentiatie vindt men nog 

<p {x) = / {x\ tp {x) =/' ix) , X W = ƒ"' (x) , enz . 
en 

f'{x) = ^x), 
of 

Yergel^king (») geefb ons nog een middel aan de hand 
om op eene andere wyze aan te toonen , dat ƒ' (x) ^ (x). 
Uit (I) toch volgt 

waarin A eene grootheid is, die voor de limiet verdwgnt; 
verder is 

Neemt men nu van beide leden der vergelijkingen (x) en 
{x") de limiet voor A = O , dan zal ook de verlangde uitkomst 
te voorschgn komen» 

Een en ander te zamen nemend, verkregen we dus tot 
voorloopige uitkomst de vergel^king 

fi^ + h)=f{x) + hf{x) + yh^f{x) + d^b\h'r{x)-\^... 
. . . + y y^ . . . ^n-i A-+1 ƒ*+' (a^ + ih),. . . (III) 
waarin nu nog y, y^, ... y«_.i moeten bepaald worden. 

De volgende beschouwing geeft ons een middel aan de 
hand, het bedrag dezer grootheden te leeren kennen. 

Indien eenige functie I (x-^-h) van den vorm zg 

F{x + h) = {f4.y, 

waarin (fi) eene zekere functie van x^ dan zal indien de 
eerstvolgende n-\-l afgeleiden eindig , de verdere = O zgn , 
de gelgkheid bestaan 

i?^«+i (^ + A) = i^**+^ (^+ j3 h). 

N. A. V. W. 2e R. Dl. I. 14 
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Immers ait 

volgt voor F(x-\-l3h) 

waarin l met j3 sameuhangt en voor /3 == 1 verdwgnt. 
Na (n + l)-voudige difiFerentiatie volgt dan de betrekking 
2^»*+ 1 (a? + A) = i?^+i (^ + j3 A), 
welke te bewgzen was. 

Men stelle nu nog, om tot ons doel te geraken, de vol- 
gende vergelgking op 
(a! + h)^0 (a;) + h0' {ai)-{-y h^ (p'' (j!) + . . . 

. '. . 4- y 3', . . . y«_i A*+i (p«+i (^ + tf A), . . (lila) 
welke aan dezelfde voorwaarden gebonden zg als vergel^- 
king (HI). 

Aan X worde eene zoodanige waarde Xq gegeven, dat: 
V. elke afgeleide van /*(4? + A) en <p(a? + A) tot en met de 
(n-f-1)"*' eindig zg, en 

/-+2(a? + A) = 0, <ï)«+2(^ + A) = 0, 
en zoo voort. 
2''. zoowel /(a?o), /(a?o), /'(^o)» öïi zoo voort, als <?)(a?o), 

(p' (a?o) , . . . (J>*+^ (.To + tf A) , de waarden O hebben , 
dan volgt onmiddellgk uit (III) en (Illa) 

Aan de voorwaarden (1) en (2) wordt slechts dan alleen 
en volkomen voldaan, indien men 

<ï>(*o + A) = («i-^o)"+' 
stelt, daarbg XQ-^-h^a^ nemende; want de eerste achter- 
eenvolgende n 4- 1 afgeleiden zullen dan eindig , de verdere 
= O zgn , terwgl tevens uit 

(P (^^ + A) = (P (^J = (^, - ^,)*+i, 
cp' (^0 + A) = <p' (4?i) = (n + 1) (^1 — a?o)», 
en zoo voort, 
voor ^, = Xq volgt 

(p(^o) = 0, (p'(^o) = 0, enz. 
Eenig polynomium van {a^ — 0!^) zoude wel de eerste, doch 
niet de tweede voorwaarde vervullen. Transcendente functiën 
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kunnen onmogelgk voldoen, omdat zulke een oneindig aan- 
tal differentiaalquotienten hebben. 

Daar ^o-j-A = ^j, is a^ — ^o = *j ®^ dus(J)(^o + *) = **"*"^» 
Verder beide leden van de vergelgking 

(n -f- l)-niaal düSerentieerende , krggt men 

(j»+i(-c^ + A) = (n+l)...2.1. 
Te voren is echter bewezen, dat voor een geval als dit 

cj)»+M^o + '^) = <P"-^M^o + ^A); 

zoodat men, in verband met (IV), mag besluiten tot 
Doch vergel^king (III) geeft door de substitutie x=^Xq 

f{«>o + A)= y y, . . . y,-! a«+V"+^ («o + « *) . 

weshalve 

(w+1)! 
Hadde men in plaats van bg den n^^ bg den (n — 1)*^ 
term afgebroken , zoo zoude men gekomen zgn tot de identiteit 
1^ 
n!' 






dus is 



waaruit 



y«-i= 



1 

n + l' 



De juistheid Tan de vergelgking 

't bekende theorema van Taylor, is hiermede, voor zoo- 
verre mg bekend, op eene nieuwe wgze aangetoond. 



EENE TOEPASSING DER KANSREKENING OP DE LOTING 
VOOR DE NATIONALE MILITIE. 



J. W. RASOH. 



In het werk van den Belgischen 'genie-oflScier J. B. J. Lia- 
GEE » Calcul des probabilités et theorie des erreurs^' éd. 1852 
p. 85 ^) wordt de volgende vraag behandeld. In eene ge- 
meente zgn 10 jongelieden op het register der militieplichti- 
geu ingeschreven, waaronder 3 met wettelgke redenen van 
vrgstelling, terwijl het aandeel der gemeente in de lichting 
5 manschappen bedraagt. Hoe groot is de kans, dat nom- 
mer 7 moet dienen?" 

De aldaar gegeven oplossing sch^nt niet de juiste; in het 
volgende is getracht eene betere te leveren. 

De gebruikelijke wgze van loten is die, dat in eene bus 
zoovele opgerolde briefjes met opvolgende nommers worden 
gedaan als er lotelingen zgn. Elk trekt een brieve en de 
hoogste nommers zgn vrg ; zoo ver , tot dat onder de laagste 
nommers het gevorderde aantal lotelingen zonder vr^stelling 
voorkomt. Dus heeft de orde, waarin de verschillende nom- 
mers uit de bus komen, geen invloed op den uitslag der lo- 
ting, evenmin die, waarin elk loteling zijn brieve trekt; 
alleen de orde, waarin de lotelingen zonder en met vrystel- 



1) Volgens een kort bericht in de Oprechte Haarlemsche Courant overleed de 
als generaal gepensioneerde schrijver in Januari van het jaar 1891. 
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ling op elkander volgen, wanneer zg naar de door haar 
getrokken nommers z^n gerangschikt. 

Men kan dus met volkomen dezelfde kansen aannemen, 
dat de loting op de volgende w:gze plaats heeft, dat namelgk 
voor elk loteling een briefje met zgn naam in de bus wordt 
gedaan , en elk het nommer verkr^gt , dat de orde aanduidt , 
waarin zgn naambriefje uitkomt. En daar slechts de kansen 
gevraagd worden van een bepaald nommer, kunnen w^ vol- 
staan met de lotelingen te onderscheiden in zulke zonder en 
met vrgstelling zoo dat de loting, wanneer wg de beschik- 
bare lotelingen door witte, en die met vrgstelling door 
zwarte ballen voorstellen, terug gebracht wordt tot het trek- 
ken van een bepaald aantal witte en zwarte ballen uit eene 
bus , waarin zich een gegeven aantal ballen van elk der beide 
kleuren bevindt. 

Een willekeurig nommer is dan vrg , behalve wanneer het 
met een zwarten bal uitkomt, ook wanneer onder de lagere 
nommers tenminste zoovele witte ballen zgn, als miliciens 
gevorderd worden. Omgekeerd is een nommer dienstplichtig, 
wanneer het vooreerst toevalt aan een witten bal, en daar- 
enboven onder de lagere nommers niet een voldoend aantal 
witte ballen gevonden wordt. 

Ter beantwoording van de gestelde vraag hebben wg de 
kans te kennen, dat uit eene bus met m witte en n zwarte 
ballen , van p-\-q ei uit genomen ballen p wit en q zwart 
zgn. Stelt m ! voor het product m{m — 1) (wi — 2) . . . 1 

en C het aantal combinatiën van m elementen p aan />, 

dan is het aantal mogelgke combinatiën van de m witte 
ballen p aan p: 



m w 



G = 



p /> I X (w — p)l' 

De n zwarte ballen leveren combinatiën q aan q ten ge- 
tale van: 

^n nl 



9 qlx{n — q)\' 
Eene combinatie van de eerste groep geeft, vereenigd met 
eene der tweede groep eene andere combinatie van p witte 
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en q zwarte ballen uit de m-^n^ die gegeven zgn. Dus 
bedraagt het aantal dezer combinatiën : 



P g plx{m-^py. qlx{n^q)\' 

Maar het geheele aantal combinatiën der m-^-n ballen, 
p + y aa^i P + ^j *llö ^vö^ mogelgk als eene van de zoo 
even aangeduide, is: 

(i^ + ^_ (m + w)! 

P+9 (p + q)lx{m + n^p — q)\' 
dus is de kans, dat van de p + 5' getrokken ballen p wit 
en q zwart z:gn: 

K- ^' ^ >»-^ . {m + n)l 

p!x(m-p)!. y! X(n-gr)!'(p + gr)!x(m + n-p-g)! ^ ^ 

Schrgven w:g de gevonden uitdrukking voor K in den 
vorm: 

/>!g! (m — p)! x(n — g)! ' m! X w! * ' ^ ^ 

dan valt het aanstonds in het oog , dat dezelfde uitkomst zou 

verkregen zijn door niet de mogelgke combinatiën, maar de 

mogel^ke permutatien te tellen , want elke breuk in de laatste 

vergelgking stelt voor het aantal mogel^ke permutatien van 

een aantal elementen van tweeërlei soort. 

Passen wg deze stelling toe op ons lotingsvraagstuk , dan 

is vooreerst de kans, dat nommer 7 valt op een loteling zon- 

7 
der vrgstelling =y^- Maar wanneer nummer 7 mefc een 

witten bal uitkomt, is dat nommer slechts dienstplichtig, 
wanneer onder de zes lagere nommers 2 of 8 zwarte ballen 
zgn. De kans om te dienen is voor nommer 7 dus zamen* 
gesteld uit de kans, dat nommer 7 op een witten bal valt, 
en die, dat bovendien onder de zes lagere nommers 2 of 3 
zwarte ballen zgn. Noemen wg de kansen voor de twee 
laatste gevallen K^ en K^j dan is de kans om te dienen 
voor nommer 7 

Daar, wanneer nommer 7 met een witten bal is uitge- 
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komen, nog slechts 6 witte en 3 zwarte ballen voor de 
mogel^ke opvolgingen der zes eerstuitkomende ballen be- 
schikbaar big ven , vinden wg , met m = 6, n = 3, p = é en 
q=2: 

^ _ 6! 8! , 9! 15, 

' 4!x2! ^ 2!x 1! 'ölxB! ""28' 

en met in = 6, n = 3, /> = 3 en gr = 3 : 

_ 61 3! 9! _5^ 

^ 3!x 3! ^ 3!x 1! ' 6!x3! "'21' 

Alzoo is de kans om te dienen voor nommer 7: 



^/15 _5^\ 13 
10 \28 +21/24* 



49 
LiAGBE vond daarvoor ^, uitgaande van de meening, 

dat nommer 7 dienstplichtig zou zgn , indien onder de 7 laagste 
nommers 2 of 3 zwarte ballen voorkwamen. Men ziet licht 
in, dat hg verzuimde de kansen mede te tellen, die elk 
nommer heeft om toe te vallen aan een loting met vrgstel- 
ling. Hg vond voor de kansen, dat onder de 7 eerstuitko- 
mende ballen 2 of 3 zwarte ballen zgn, naar behooren 

Y^, respectievelgk yö?\ ^^ Ta ®^ 01 • Maar het was niet juist, 

te zeggen, dat in deze gevallen nommer 7 moet dienen. In 
beide gevallen blgft nog de mogelgkheid over, dat nommer 7 
op een zwarten bal valt, waarvoor de kansen respectievelgk 

2 3 

zgn = en ^, zoodat de kans voor nommer 7 om vrg te zgn, 

volgens L1A6EE ^, nog moet worden vermeerderd met: 

2 2]^ ,3 _7__ n 
7 X 40 +7 ^ 24 "~"40' 
Dan wordt de totale kans om vrg te zgn, voor nommer 7: 

n 11 _il 

60 +40 ""24' 
overeenstemmende met de kans, die wg voor het dienstplich- 
tig zgn berekenden. 
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Zoeken w^ de kansen om te dienen , ook Toor' de overige 
nommers, dan vinden w^ die: 

TOor nommer o . . . ^j 

« 7 

* ^ 24- 

De nommers 1 tot 5 zgn in ieder geval slechts vrig, wan- 
neer zg op een loteling met vrgstelling vallen, terwgl de 
nommers 9 en 10 alt^d vr^ zgn. 

Eene andere is de vraag , hoe groot de kans is voor eiken 
loteling, die geene reden van vrgstelling heeft, om ingelgfd 
te worden. Die kans hangt natuurlek alleen af van het aan- 
tal, dat voor de lichting gevorderd wordt, en het aantal 
lotelingen zonder vrgstelling; in het hier behandelde geval 

. .. 5 
IS ZD Ij' 

Langs anderen , niet den naasten , weg verkr^gt men het 
zelfde antwoord op de laatste vraag door de volgende be- 
schouwing. Elk loteling heeft ^ kans om elk der nommers 

1 tot 10 te trekken. Heeft een loteling geene reden van 
vrgstelling, dan is, wanneer hg een der nommers 1 tot 5 
trekt, de kans om te dienen =1. Met nommer 6 is die 

kans voor denzelfden loteling = ^r:^, met nommer 7 = -^-r, 

öl 84 

met nommer 8 = :n>'> ™®^ nommer 9 of nommer 10 = 0. 

In het geheel is zgne kans om te dienen dus: 
_L/.;j_?^ , 65 5\_5 
10r"^21 +84 ■+"12/" 7* 



EEN VRAAGSTUK OVER MECHANICA. 



C. KREDIET. 



Op bl. 159 van B. Lobatto's yerzameling van vraagstuk- 
ken ter oefening enz. komt het volgende voor: 

> Indien n krachten, op een punt P werkende, een resul- 
tante opleveren, en men gel^ke massa's plaatst op afstan- 
den uit dat punt, die de gegevene krachten in grootte en 
richting voorstellen, zal deze resultante gericht zgn door 
het zwaartepunt der massa's en in grootte voorgesteld wor- 
den door 7z-maal den afstand van dit zwaartepunt tot het 
punt P". 

Indien men dit vraagstuk verandert in: Op een punt P 
werken n — 1 krachten. Bewgs dat de resultante gaat door 
't zwaartepunt van n gelgke massa's, die men plaatst aan 
de uiteinden van Ignen, die de krachten voorstellen, en in P, 
en dat z^ wordt voorgesteld door Tt-maal den afstand van P 
tot dat zwaartepunt. 

Dan is een zeer eenvoudige oplossing te geven. Zg A BOD (fig. 

1) een parallelogram, en AE het ^e deel van A D. Trek- 

m — 1 

ken we E B en A C , dan is A F het -d* deel van A C en 

m 

E F het -d« deel van E B. Dit volgt onmiddellijk uit de gelp- 
m 

vormigheid van de driehoeken A E F en C B F. Stelt nu A D 

de resultante voor van m — 2 krachten op A werkende en 
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is E het zwaartepunt van de m — 1 massa's , geplaatst zoo- 
als bovenbedoeld , dan is , als A B de m — 1^^ kracht voor- 
stelt, ook F het zwaartepunt van m-massa's en A G de resul- 
tante. Hierdoor is dus bewezen dat, als de stelling voor 
m — 2 krachten doorgaat, z^ ook waar is voor m — 1. Nu 
is z^ stellig waar voor ééne kracht, dus ook voor twee , enz. 

üit dit vraagstuk zgn thans belangr^ke vraagstukken af 
te leiden b. v. : 

Als op een punt P krachten werken, die in richting en 
grootte worden voorgesteld door de twee zgden en de diago- 
nalen, die in P samenkomen, van een regelmatigen n-hoek, 
gaat de resultante door het middelpunt en wordt voorgesteld 
door n-maal den straal des omgeschreven cirkels. 

Als op een hoekpunt P van een regelmatig veelvlak krach- 
ten werken, in richting en grootte voorgesteld door de Ignen, 
die P met de andere hoekpunten verbinden, is de resultante 
gericht door het middelpunt en gel^k aan n-maal den straal 
des omgeschreven bols, als n het aantal hoekpunten des 
veelvlaks is. 



EEN STELLING OP 'T GEBIED DER ELEMENTAIRE 
MECHANICA, 



a KREDIET. 



In m^ne » Verzameling van Natuurkundige Vraagstukken" 
vindt men, in § 2 als n^. 21, het volgende vraagstuk: 

Op twee punten A en B van een lichaam werken twee 
krachten P en Q, wier richtingen elkander in een punt C 
sngden. Indien P en Q een gegeven hoek vormen, is de 
meetkundige plaats van het punt C een cirkel. De resultante 
van P en Q gaat altgd door eenzelfde punt van dien cirkel. 
'Men vraagt dit te bew^'zen. 

Is D dit punt van den cirkelomtrek , en B de resultante 

van P en Q, dan is ook ^ = ;^ = ^ 

Deze stelling is in verschillende opzichten belangrigk voor de 
elementaire mechanica. Het bew^s er voor is zóó eenvoudig, dat 
iedere leerling eener Hoogere Burger-School dit gemakkel^k 
zal vinden, en alsdan zal h^ daardoor komen tot de con- 
clusie dat, als eenige krachten, m één plat vlak werkende, 
worden samengesteld, er één punt is op de Ign, volgens 
welke de resultante werkt, dat geheel en al overeen komt 
met het middelpunt van eenige evenw^dige krachten ; daar 
de resultante alt^d doorj dat punt zal gaan, wanneer de 
krachten om hunne aangrgpingspunten in denzelfden zin een 
geleken hoek gedraaid worden, of wanneer zg allen in de- 
zelfde verhouding vergroot of verkleind worden. 
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Indien de krachten P en Q evenwgdig loopen, valt het 
punt G op oneindigen afstand; doch het punt D valt op de 
Ign A B. Hieruit volgt, dat C A , C B en C D evenwgdig zul- 
len zgn, en dus is de resultante van P en Q evenwgdig aan deze 

krachten. Bovendien volgt uit de betrekkinir -— =- = -t-^= -;-^=- 
^ ^ BD AD AB 

thans R = P + Q, want AD-fBD = ABen eindelijk blijft 

de beerekking P . A D = Q . B D , zoodat door dit vraagstuk 

de theorie der evenwydige krachten wordt afgeleid uit die, 

welke elkander sngden. 



OVER DE VERDEELING VAN EEN HOEK IN EEN 
WILLEKEURIG AANTAL GELIJKE DEELEN. 

BIJVOEGSEL 

DOOR 

Dr. A. KEMFE. 



Nadat het voorgaande op bladzgde 163 was geschreven en 
afgedrukt, is het mg gelukt een uitbreiding aan het daar 
vermelde te kunnen geven, die het mg vergund moge zgn 
in 't kort hier reeds mede te deelen, mg voorbehoudende in 
een volgend nummer er meer in extenso op terug te komen. 

1°. Wanneer men in het 2® en 3® kwadrant met O als 
middelpunt een halven cirkel beschrgft, met OM als straal, 
door O weer vele Ignen trekt en deze door de snijpunten 
heen met den cirkel, verlengd met stukken, die gelijk zgn 
aan hun respectieve afstanden tot M — altgd maar weer tot 
M — dan krggt men een kromme, die een cardioïd-vormige 
gedaante heeft. Past men op deze dezelfde wet van verlen- 
ging toe — steeds maar weer M bezigende als centraalpunt — 
dan krggt men een stelsel kromme Ignen, die de merkwaar- 
dige eigenschap bezitten van een hoek «, bg M aangebracht, 
in 2* — 1 gelgke deelen te verdeelen. 

2°. De Ignen 2» + 1 en 2» — 1 — ik zal ze kortheidshalve 
maar düs noemen — vertoonen de merkwaardige eigenschap 
in elkander over te gaan. 

3°. Beide stelsels gehoorzamen aan de gemeenschappelgke 
wet, dat ze de meetkundige plaatsen zgn der toppen van 
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driehoeken , die , op de vaste basis O M staande , tophoeken 
bezitten , die het q» . i doel van den hoek » uitmaken , in 

het centraalpunt M aangebracht. 

4°. Daar volgens een theorema van Fëbmat elk ondeelbaar 
getal p gedeeld kan worden op 2^~^ — 1 , zoo zal dus , daar 

p — 1 even isj p of deelbaar moeten zgn op 2 ^ + 1, öf op 

jp-i 

2 ^ — 1; en daardoor zal er altigd één der Ignen uit het 
geheele stelsel 2" ± 1 aangewezen kunnen worden , die een 
deel van een hoek doen vinden, waarvan de noemer een on- 
deelbaar getal p is. Hierdoor kan een hoek » in een wille- 
keurig aantal gelgke deelen worden verdeeld. 

5^. Men kan als gevolg van het Theorema van Febmat 
vooruit bepalen, welke Ign uit het stelsel de verlangde 
deeling volbrengen zal. 



OVER EEN STELLING VAN JACOBL 

IX)0& 

Dr, A. VAN THIJN. 



Bg zgne beschouwingen omtrent elliptische integralen komt 
Jacobi onder anderen tot de volgende stelling: 

Gegeven zgn twee cirkels, de eene geheel bin- 
nen den anderen. In den buitencirkel kan een 
n-hoek beschreven worden, wiens zgden den bin- 
nencirkel raken. Dan kan door ieder punt van 
den buitencirkel een zoodanige n-hoek beschre- 
ven worden. 

Ofschoon deze stelling geheel tot het gebied der planime- 
trie behoort, is zg, voor zoover mg bekend, nooit in haar 
algemeensten vorm bewezen, dan alleen met behulp van el- 
liptische integralen. 

Hier volgt nu een algemeene methode, die al dergelgke 
quaesties kan uitmaken en die ons niet alleen zal leiden tot 
het bewgs van genoemde stelling, maar ons tevens zal doen 
zien, dat deze regel ook opgaat voor een paar ellipsen. 

Om onze beschouwingen zoo algemeen mogelgk te maken, 
denken wg ons in de eerste plaats twee gesloten krommen, 
waarvan de eene geheel binnen de andere gelegen is, terwgl 
zg overal hunne bolle zgde naar buiten keeren. Aan een 
zoodanige kromme kunnen van uit een punt er buiten altgd 
twee raaklgnen getrokken worden. Een rechte Ign sngdt 
' haar hoogstens in twee punten. 
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De raaklgn P Q van uit een punt P aan de binnenkromme 
getrokken is dus geen ondubbelzinnig gegeven Ign; w^ die- 
nen daaromtrent nog eenige afspraak te maken. Daartoe ge- 
ven w^ op de buitenkromme de richting aan, waarin w^ 
haar doorloopen. Door d e raakl^'n van P aan de binnen- 
kromme zullen wg die verstaan, waarb^ het stuk PQ van 
de buitenkromme, in de aangegeven richting doorloopen van 
P naar Q, aan een anderen kant van de raakl^n PQ ligt 
dan de binnenkromme. Zoo is in figuur 1 PQ de raakl^n 
van P en RP de raakl^n van R. 

Van drie punten Pi,P2, P3, op de buitenkromme gelegen, 
zeggen wg, dat P3 tusschen P, en P^ ligt, indien wg van 
P, in de aangegeven richting loopende het eerst in P3 ko- 
men en dan in Pj. In figuur 1 ligt bgvoorbeeld P3 tusschen 
P, en P2, maar P^ tusschen F^ enP,. Nu hebben wg de 
volgende eenvoudige stelling: 

L Zgn P, , Pj , P3 en P^ punten van de buitenkromme , 
P, P2 de raakl^n van P, aan de binnenkromme , P3 P^ de 
raakl^n van P3 aan die kromme; en ligt P, tusschen P, en 
Pj , dan ligt ook Pj tusschen P3 en P^. 

Trekken wg van uit Pq, een punt der buitenkromme, 
de raaklgn Pq Pj , van uit Pj de raaklgn Pj P^, enz. Wg 
gaan nu na, het hoeveelste punt P„ dezer reeks tusschen Po 
en Pj gelegen zal zgn. Zg dit ranggetal n = n^. Het is nu 
de vraag, welke waarde wg voor n zullen krggen, indien 
wg van een ander punt dan Pq mtgaan. 

In de eerste plaats is het duidelgk, dat, indien wg niet 
van Po , maar van een der opvolgende punten Pj , P^ , P, , 
enz. waren uitgegaan, wg tot dezelfde waarde van n waren 
gekomen. Immers, indien P„j tusschen Pq en Pj ligt, dan 
ligt Pn, +1 tusschen P, en Pj en wg krggen deze opvol- 
ging der verschillende punten 

Pq' -^«i' " 1' »! + 1' 2' ^«i + 2' ^37 ••• ^m? •^«+ tti> "m + D önZ. 

Het verschil tusschen m enf m-|-nj is Wj , dus juist als bg P^. 

In de tweede plaats kiezen wg als punt van uitgang een 
punt Qo gelegen tusschen P^ en Pj. Wg krggen nu de vol- 
gende rg punten (blgkens Stelling I): 
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Q«i» P«i+ii enz. 

Q„j ligt dus tusschen P„j en P«j 4. j , maar wg moeten we- 
ten, voor welke. waarde van fi, Q« tusschen Q^ en Q^ ligt. Nu 
ligt P„j, zooals w^ aangenomen hebben, tusschen Pq en Pj, 
P«j + i dus tusschen Pj en P^, derhalve ook Q„j tusschen 
Po en P^. Wig hebben dus gevonden dat Qo en Q^^ tusschen 
Po en P2 liggen. Het is dan eenvoudig hieruit met behulp 
van stelling I afteleiden, dat of Q^ of Q^^ + j of Q^^^j tus- 
schen Qo en Qi moet liggen. Derhalve verschilt de waarde 
van n bg Q^ hoogstens de éénheid met die bg Po. 

Wg hebben aangenomen, dat Q^ tusschen Po en Pj gele- 
gen is; maar nu alle P's dezelfde waarde voor n opleveren, 
is het onverschillig, waar Qo op de buitenkromme gelegen 
is. W^ hebben dus b^ ieder paar krommen slechts 
twee waarden van n op zgn hoogst, namel^k n^ 

en Wj -|- !• 

Laten we nu een punt Po de geheele buitenkromme rond- 
gaan. Op sommige plaatsen zal 91 = 71^ z:gn, en P^^ dus vóór 
Po, dus tusschen P^ en P^ liggen; op andere plaatsen is 
71 = ^4 + 1, en daar ligt P^^ achter Po, of tusschen P__j en 
Pq. Passeeren wg van eerstgenoemd deel der buitenkromme 
naar laatstgenoemd deel, dan moet daar ook P« P^ passee- 
ren , m. a. w. 

De grens van een deel der kromme, waar n=n^ 
is, en van het deel, waar n = nj-|-l is, wordt ge- 
vormd door een hoekpunt van een rij-hoek, wiens 
z^den de binnenkromme raken, en wiens hoek- 
punten allen op de buitenkromme gelegen z^n. 

Gesteld nu, dat in de buitenkromme een /i-hoek kan be- 
schreven worden, wiens z^den de binnenkromme raken. Noe- 
men w^ een dier hoekpunten P^ en de andere naar volgorde 
P^, Pj, P3, enz. Nu valt P^ met Pq samen. Van een punt 
Qo, gelegen tusschen Pq en Pj, teekenen wg. evenzoo de op- 
volgende punten Qp Q^, enz. [figuur 2]. 

De volgorde der punten P en Q is aldus 

Po» % Pi» Qi P«i Q«», ..• P«, On, Pn + 1, enz. 

Nu hebben wg P, = Pq en P„ + i=Pj; derhalve ligt Q^ 

N. A. V. W. 2e R. Dl. I. 15 
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tasflchen P^ en Pp evengoed als Qq, evenzoo Q^»* Qs»; enzoo- 
voort. Wg hebben nu twee gevallen te onderscheiden: Ie Q, 
tnsschen Q^ en P, , dus ook tusschen Q^ en Qj. Maar dan 
ligt volgens de vóórgaande redeneeringen ook Q^ tusschen 
Q« en On + 11 Qsn tusschen Qg» en Qgn + i, enzoovoort Q«„ 
blgft dus steeds tusschen Pq en Pj , terwgl het voortdurend 
dichter b^ P^ komt, naarmate m grooter genomen wordt, 
2« Q« tusschen P^ en Q^, dus ook tusschen Q_, en Q^. Maar 
dan ligt ook Qsn tusschen Q,».! en Qn, Qs» tusschen Q^n-i 
en Q^f»* ^^^ schuift Qm« hoe langer hoe meer naar achteren, 
terwigl wg toch weten, dat (^ voor iedere waarde van tn 
tusschen P^ en P^ ligt; bggevolg nadert Q^» hoe langer hoe 
meer in dit geval tot P^. 

Qmn nadert dus in beide gevallen tot een bepaalden limiet- 
stand. Die limietstand behoeft echter in het eerste geval juist 
niet Pj, in het tweede geval juist niet Pq te zign. 

Veronderstel, die limietstand is B^, dan is het gemakkel^k 
in te zien, dat B^ h«t hoekpunt moet zgn van een n-hoek, 
die in de buitenkromme kan beschreven worden, en wiens 
zgden de binnenkromme raken. Immers, indien, bg grooter 
worden v«n m, Q»» onbepaald nadert tot Rq, dan moet de 
afetand van Q^ en Q(m + i)n ook onbepaald kleiner worden; 
^1 dit is onmogelgk, indien de afstand van B^ en B» ein- 
dig is. 

Is Bq het eerste punt, dat wg, in d« aangegeven rich- 
ting op de buitenbromme van uit Q^ gaande, ontmoeten, wat 
nl. aan de voorwaarde voldoet , dat er een dusdanige veelhoek 
door beschreven kan worden; dan zal Q^n er in het eerste 
geval onbepaald toe nader^i; want dan kunnen wg even- 
goed als bg P^ bewgzen, dat Q^» er achter moet blgven, en 
er dus onbepaald toe moet naderen. Evenzoo nadert Q^n in 
het tweede geval tot een hoekpunt B^ van een dergelgken 
om- on ingeschreven n-hoek , indien B^ het eerste dusdanige 
punt is^ dat wg , in tegengestelde richting op de buitenkromme 
gaande, ontmoeten. 

Thans voeren wg een limiet-Terhouding in. Oeef aan Qq 
op de buitenkromme een kleine verplaatsing, dan verplaatst 
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zich ook Qj een weinig; eyenzoo Q^, Q3, enz. De lengte 
van het boogje, over hetwelk w^ Q^ verschoven hebben, 
noemen wg A^^, dat bg Qj A«t7 ^^^* Laten w^ A«o onbe- 
paald kleiner worden, dan is dit ook hoi geval met A^^ , 

A«2f ^^2* ^^^ ^^^ ^^>^ ^^ ^^^ algemeen — ^ tot een bepaalde 

A^o 

limiet naderen. Stellen wg nu deie limietvarhoitdingen voor 

door -y^ ^, enz. 
dsQ Osq' 

Ean men nu een n-^hoek beschreven, die de 

binnenkromme met zgne zgden raakt en wiens 

hoekpunten op de buitenkromme gelegen zgn, 

dan nadert, bg Q^, Q»» steeds tot een zeker pnnt 

B,>. Daaruit volgt, dat 

lAm ^mn __Q 

m = a> <bo 
is. 

Oesteld namdgk, dat deze limietverbouding niet nul, maar 
gelgk a is, dan^ zal voor een of andere groóte waarde van 99» 

OSq 

zgn, waarin i zeer klein is. Verder: 

waarin e kleiner ia dan zeker kleine grootheid, indien wg 
A^o zekere grootheid niet laten overschrgden. Nu kunnen wg 
m zoo groot maken, dat de lengte van het boogje tusscheh 
Bq en Qmn kleiner is dan zekere kleine grootheid x. Geven 
wg nu aan Qq de verplaatsing A«q, dan is de verplaatsing 
van Qmn 

A««» = (a + ï + «) Av 
Nu kunnen wg m wel zoo groot nemen, en dus ^ zoo 
klein, dat genoemde uitdrukking voor A^^n grooter zou zgn 
dan a. Dit zou beteekenen , dat Qmn 1 voor zekeren stand van 
Qo, voorbg Rq gegaan is; dit kan niet: zoolang Q^ binnen 
zekere grenzen blgfb, blgft ook Qm^vóórBo. Derhalve is onze 
veronderstelling onjuist, en moet 
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lAm ^^-—Q 

zgn. 

Thans zgn w:g in staat de genoemde stelling van Jaoobi 

ds 
te bewgzen. Daartoe gaan w^ na, wat bg twee cirkels -^ 

wordt. Denken wg ons A^o, dat is Qq Qq^ in figuur 8, zeer 
klein, dan kunnen w^' voor het hoekje QqAQqS dat wg a 
zullen noemen, b^ benadering schrgven 

A«o • <^os ^0 

waarin 6^ den hoek voorstelt , dien de normaal aan de kromme 
in Qo met de raaklign Q^ Oq maakt; verder is r^ de lengte 
dier raaklgn Qo Q^. Voor het hoekje a kunnen w^ echter ook 
schreven 

A«j cos 6^ * 

Hierin is i^ ^ de hoek , dien de raakign Q^ A Q| met de nor- 
maal in Qj maakt, r^^ de lengte der l^n AQj, en A^j de 
verschuiving van Qj of het boogje Q^ Q^ ^ 

In het algemeen zullen w^ onder ip verstaan den hoek, 
dien de bg definitie bepaalde raakl:gn van Qp met de normaal 
van de buiten-kromme in Qp maakt, en onder 6^^ den hoek van 
deze normaal met de andere raaklgu, aan de binnenkromme 
van uit Qp getrokken. Evenzoo beteekent r^ de lengte van 
eerstgenoemde raakl^n, van uit Q^ getrokken, en r^^ de lengte 
van de andere raakl^n. 

Nu is bg de twee cirkels 

Het hoe^e a wordt bg de limiet 

dsQ^o^èQ ds^ coaii^ 
a = j . 

Dus hebben wg hier 

dsQ d«j 

ro ~ ri ' 
Evenzoo hebben wg 

d«| da^ dsp dsp ^ i 

r. ^2^ ^p *> + ! 
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Derhalye ook 

ro r««' 
Gesteld Jiu, dat in de twee cirkels een n-hoek kan be- 
schreven worden. Dan hebben wg in het algemeen bewezen, 
dat Om» voor m oneindig groot een bepaalde limietstand aan- 

T^iKVk ds 
neemt, en dat dan _^=:0 is, tenminste indien Q-, 

en dus ook Q^, niet met Qq samenvalt. Doch hier wordt deze 
verhouding 

nadert nu Q^n tot een bepaald punt, dan nadert 7*»» tot de 
waarde, die r daar heeft, en onze limietverhouding nadert 
tot een wel van nul te onderscheiden waarde. Dit is in str^d 
met hetgeen w^ bewezen hebben , en dus is de veronderstel- 
ling, dat Qn niet met Qq samenvalt, onjuist; en w^ hebben 
derhalve de stelling 

II. Zgn beide krommen cirkels, en valt Pq met 
P„ samen, dan valt ieder willekeurig punt Qq van 
den buitencirkel met Q» samen. 

Het bewgs voor het geval van twee ellipsen zal op denzelfden 
grondslag berusten. Daar hebben w^ echter niet de alge- 
meene vergel^kingen 

0^ = 0^ + 1 en rv = r,^ 
Wg kunnen daar die herleidingen niet toepassen, en heb- 
ben dus 

d»o cos 6q ds^ cos 6-^^ 

d8^ cos tfj ds^ cos 6^^ 

— ^ z • enz. 

Hieruit volgt door alle opvolgende vergelgkingen met elkaar 
te vermenigvuldigen: 

dsQ . cos Óq . cos tf, . cos dj . . cos d««-i 

^0 • **! • *'2 ^mn — 1 

dSmn . COS tf/ . COS tfj* COS tf«« 

in in zi • 
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Gesteld nu, dat in de ellipsen een n-hoek is te beschre- 
ven op de aangegeven wgze, en valt een punt Q^ der buiten- 
ellips niet met Q« samen, dan nadert Q„,„ tot een bepaald 

punt R: terwgl de limiet van -^ nul is. Toonen wg nu 

WO 

weer aan, dat genoemde yerhouding eindig en niet nul is, 
dan blgkt, dat onze veronderstelling onjuistis, en dat steeds, 
voor lederen stand van Qo, Q« er mee moet samenvallen. Wg 

moeten nu de uitdrukking, zooeven voor -^ verkregen, on- 

derzoeken; wg zullen daartoe in de eerste plaats nagaan, 
wat er is van de uitdrukking 

**0 ^1 **^ * * * ^iw» 
tq T-^ r^ . • • r M» 

om daarna over te gaan tot: 

cos ^0 . <'os tf 1 . cos <2 . . • • cos 6^ 

cos ^0* • cos ^1* . cos ^2 • • • • cos 6^mn 

stelling III. Beschrgfom een ellips een n-hoek 

Qo Qi Q2 Q»-i met de raakpunten: 

Qo 1? Qi 2? Q(«— 1)0, dan is 

Qo Qoi ' Q| Q| 2 »»'»»«« « Q(n— 1) Q(»— 1)0 

QoQ(«-i)o» Qi Qoi • • • Q(ii-i) Q(»-.i)(n— 2) 

of 

Tq .Ti . ro *T^ y«— 1 



^a^.«'i*-»'j^«*3^ r„„i*' 



gelgk aan de éénheid. — (Zie figuur 4.) 

Bewgs. 

Genoemde stelling is bekend voor den driehoek. 

Verbindt men namelgk de hoekpunten des omgeschreven 
driehoeks met de raakpunten der overstaande zgden, dansng- 
den de drie verbindingslgnen elkaar in één punt. (Dit kan 
men bgvoorbeeld afleiden uit de stellingjvan Pascal.) Uit de 
omstandigheid, dat de verbindingslgnen elkaar in één punt 
sngden, volgt blgkens de stelling van Mbnblaus, dat onze 
vergelgking b\j den omgeschreven driehoek opgaat. 

Brengt men nu een vierde raaklgn aan, dan sngdt deze 
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van den driehoek een anderen driehoek af , en er blgft een om- 
geschreven vierhoek over. 

Past men na op den oorspronkelgken driehoek en op den af- 
gesneden driehoek onze stelling toe, en vormt het prodakt 
van beide aldus verkregen breuken, dan komt er de breuk, 
die wy voor den omgeschreven vierhoek moeten hebben; 
dus gaat den stelling ook bij den vierhoek op. Door voortzet- 
ting van deze bewerking blykt, dat de stelling voor lederen 
omgeschreven veelhoek opgaat. 

Stelling. Bg een veelhoek beschreven in een 
ellips hebben wy met uit het vóórgaande gemak- 
kelgk verstaanbare notaties 

COS^O «COsd, .008^2 COSÖ„ 

cos 6q^ . cos tf/ . cos ^2* cos ên^ 

(Zie figuur 5.) 
Be wg s. Zgn Qo, Qi, Q2, •••••• Qn de hoekpunten , en ne- 
men wy de volgende notaties 

Pp,p + i voor de lengte van de zgde Q^ .Qp^i, en dp voor 
de a&tand van het middelpunt tot de raaklyn aan de ellips 
bg Qp; zg verder de vergelgking van de ellips op hare assen 

— 4-^ = 1 

dan kunnen wy de volgende vergelyking opschryven 

ofx^A ^^P — ^P + l dp.Xp y^—y^^^ dp . yp _ 
t»U» (7« '— — . 5 T . — =-5 — — 

^p., + 1 «* Pi.., + i 6* 

Evenzoo 

1 _ dp Tl ^p^p-i ypyp-i 



cos 



6 1 = ^p ("1 _ ^p^g-i _ ypVpizi] 



Derhalve wordt het gedurig produkt in den teller gelyk aan 
dat in den noemer, en de stelling is bewezen. 

Eeeren wy thans tot het oorspronkelyke vraagstuk terug. 

Wy veronderstelden, dat Q„ niet met Qq samenviel, dan 
moest toch Q^ tot een bepaalden limietstand naderen. Verder 
hebben wy gevonden 
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dso ""^•o n ^2 ^««- 1 ' cos dj^ cos tfj* cos ö„«i 

De eerste breuk is eindig, indien Q^» tot een bepaalde 
limiet B nadert. Verlengen wg namelgk de raaklgn by Qm« 
en die bg Qq, tot zg elkaar sngden in A, dan hebben wg een 
veelhoek, en yermenigvuldigen wy nu de breuk met die groot- 
heden, welke het produkt van stelling III yoor dezen veelhoek 
vormen, dan hebben w^ een breuk, die gelyk aan de een- 
heid is. Die vermenigvuldiger is eindig, indien Q«„ tot R 
nadert, en dus nadert dit deel tot een bepaalde limiet, die 
van nul verschilt. 

Zoo kunnen wy ook door voltooiing van den veelhoek, door 
Qo met Q«n te verbinden, bewgzen, dat het produkt der co- 
sinussen tot een limiet nadert voor 971 = 00, die niet nul is; 
en daar 

Lim <^m» 
m = cx> dsQ 
een van nul verschillende waarde zou hebben, moet dus Q„ 
steeds met Qq samenvallen, indien dit slechts éénmaal ge- 
schiedt. 
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